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Plan wynikowy ksztalcenia matematycznego dostosowany jest do programu nauczania matematyki w liceach i technikach autorstwa Krzysztofa
Ktaczkowa, Marcina Kurczaba oraz Elzbiety Swidy: zakres podstawowy — numer dopuszczenia DKOS — 4015 — 11/02 oraz zakres rozszerzony —
numer dopuszczenia DKOS — 4015 — 12/02. Przeznaczony jest dla nauczycieli oraz uczniéw pracujacych z podrgcznikami i zbiorami zadan do
matematyki autorstwa Krzysztofa Ktaczkowa, Marcina Kurczaba oraz Elzbiety Swidy, wydanymi przez Oficyne Edukacyjna * Krzysztof Pazdro.
Plan ten jest wykazem wiadomosci i umiejgtnosci, jakie powinien posiada¢ uczen ubiegajacy si¢ o okreslone oceny na poszczegdlnych etapach
edukacji w liceum lub technikum.

Wymagania stawiane przed uczniem podzielili§my na trzy grupy:

e Wymagania podstawowe (zawieraja wymagania konieczne);

e Wymagania dopelniajace (zawieraja wymagania rozszerzajace);

e Wymagania wykraczajace.

Wymagania wykraczajace zawieraja w sobie wymagania dopetniajace, te za§ zawieraja wymagania podstawowe.

Oceng dopuszczajaca powinien otrzymac uczen, ktory opanowat wiedzg i zdobyl umiejgtnosci stanowiace 40% — 60% wymagan podstawowych,
za$ oceng dostateczng uczen, ktory opanowat wiedzg 1 zdobyt umiejgtnosci stanowiace powyzej 60 % wymagan podstawowych.

Oceng dobra powinien otrzymac uczen, ktory opanowat wiedzg i zdobyl umiejgtnosci stanowiace do 75% wymagan dopetniajacych, za$ oceng
bardzo dobra uczen, ktory opanowat wiedzg 1 zdobyt umiejgtnosci stanowiace powyzej 75% wymagan dopetniajacych.

Oceng celujaca powinien uzyskac¢ uczen, ktory opanowat wiedzg i zdobyt umiejgtnosci zawarte w wymaganiach wykraczajacych.

Aby utatwi¢ nauczycielom, uczniom oraz ich rodzicom korzystanie z planu wynikowego, dla poszczegdlnych wymagan przedstawiamy
przyktadowe zadania, ktore doktadniej okreslaja stopien trudnosci probleméw wymaganych na poszczegdlne oceny. Przedstawione zadania nie
moga w zadnym wypadku stanowi¢ przyktadowego zbioru zadan, z ktdrego nauczyciel powinien czerpa¢ zadania na ewentualny egzamin

sprawdzajacy, maja jedynie wskaza¢ stopien trudnosci zadan na poszczeg6lne oceny.

Plan wynikowy nie moze by¢ “dokumentem sztywnym”. Zaktadamy, ze kazdy nauczyciel zmodyfikuje ten plan dostosowujac go zarowno do
liczby godzin przeznaczonych na realizacj¢ materiatu jak réwniez do mozliwosci uczniow.

Nauczycieli, ktorzy beda korzysta¢ z przedstawionego planu wynikowego prosimy o wskazoéwki i uwagi.

Elzbieta Swida i Marcin Kurczab
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1. Elementy logiki

Tematyka zajec:
e Zdanie w logice 1 jego negacja.
e Koniunkcja, alternatywa, implikacja i rownowaznos¢ zdan.
e Niektore prawa logiczne 1 ich zastosowanie.
e Forma zdaniowa jednej zmienne;.
e Kwantyfikator ogélny i szczegdlowy. Negacja zdania z kwantyfikatorem.
Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:

—potrafi odr6zni¢ zdanie logiczne od innej
wypowiedzi,

—umie okresli¢ warto$¢ logiczng zdania prostego;

—potrafi zanegowa¢ zdanie proste i okresli¢
warto$¢ logiczna zdania zanegowanego;

—potrafi rozpozna¢ zdania w postaci koniunkcji,
alternatywy, implikacji i rownowaznosci zdan;

—potrafi zbudowa¢ zdania ztozone w postaci
koniunkc;ji, alternatywy, implikacji i
rownowaznosci zdan z danych zdan prostych;

—potrafi okresli¢ wartosci logiczne zdan
ztozonych, takich jak koniunkcja, alternatywa,
implikacja i rownowaznos$¢ zdan;

—zna prawa De Morgana (prawo negacji
alternatywy oraz prawo negacji koniunkcji) i
potrafi je stosowac;

—potrafi okresli¢ warto$¢ logiczna zdania

—potrafi budowac zdania ztozone i ocenia¢ ich
warto$ci logiczne;

—potrafi wnioskowac¢ o warto$ci zdania ztozonego,
na podstawie informacji o wartosciach
logicznych innych wyrazen rachunku zdan;

—rozumie budowe twierdzenia matematycznego;
potrafi wskazac jego zatozenie i tezg;

—potrafi zbudowac¢ twierdzenie odwrotne do
danego oraz oceni¢ prawdziwos¢ twierdzenia
prostego i odwrotnego;

—zna prawo negacji implikacji 1 potrafi je
stosowac;

—rozumie zwrot “dla kazdego x ....... ” oraz
“istnieje takie X, ze ........... ” 1 potrafi stosowac te
zwroty budujac zdania logiczne;

—potrafi oceni¢ warto$¢ logiczng zdania z
kwantyfikatorem;

—potrafi udowodni¢ poznane prawa
logiczne;

—potrafi negowac zdania ztozone;

—potrafi stosowa¢ wiadomosci z logiki
do wnioskowania matematycznego.




powstalego po negacji koniunkcji oraz
alternatywy zdan;

—odroznia forme¢ zdaniowa jednej zmiennej od
zdania;

—potrafi okresli¢ dziedzing prostej formy
zdaniowe;j;

—potrafi wskaza¢ element dziedziny spetniajacy
dana forme zdaniowa.

—zna prawa De Morgana dla zdan z
kwantyfikatorem,;

—potrafi poda¢ negacjg zdania z kwantyfikatorem i
ocenic jej warto$¢ logiczna;

—potrafi wskaza¢ formg zdaniowa sprzeczna i
tozsamosciowa;

—potrafi okres$li¢ zbior wszystkich elementéw
spelniajacych dang formg zdaniowa prosta.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Wsréd ponizszych wypowiedzi znajduja si¢ zdania
logiczne. Wskaz je. Ocen wartos$ci logiczne zdan.
1) Wyjdz do ogrodu!

Czy dzisiaj jest klasowka z matematyki?
Liczba 3 jest wigksza od liczby 8.

a jest liczba parzysta.

Warszawa jest stolica Polski.

Zadanie 2.

Dane jest zdanie “2 jest liczba parzysta i 5 nie jest

podzielne przez 3”.

a) Ocen warto$¢ logiczng zdania.

b) Napisz zaprzeczenie zdania; podaj prawo
logiczne z ktorego skorzystates.

Zadanie 3.

Dana jest forma zdaniowa (x — V3 )=3.
a) Okresl dziedzing tej formy zdaniowe;.
b) Jaka liczbe nalezy wstawi¢ w miejsce

Zadanie 1.

Wiadomo, ze w(p = q) = 0.

a) Jaka warto$¢ logiczna ma zdanie
[(=p) v (q&p)] < [(—p) v ql ?

b) Napisz zaprzeczenie zdania “Jesli kupig buty to
nie kupie bluzki”.

Zadanie 2.

Dana jest forma zdaniowa: (x — 3)(x +2) = 0.
a) Okresl dziedzing tej formy zdaniowe;.

b) Podaj zbidr wszystkich elementow
spetiajacych t¢ forme zdaniowa.
Poprzedz t¢ forme zdaniowa odpowiednim
kwantyfikatorem, tak by otrzymac zdanie
prawdziwe.

Napisz negacj¢ zdania z podpunktu c).

c)

d)

Zadanie 1.

Napisz negacj¢ zdania “Pojadg na wie$
lub jesli bedzie mi sprzyjac szczescie to
polecg do Londynu lub Paryza”.

Podaj prawa logiczne, ktore
zastosowates.

Zadanie 2.

Prawdziwe jest zdanie: “Nieprawda, zZe
jezeli Platon zatozyt Akademie, to jesli
Arystoteles byt uczniem Platona, to
Arystoteles nie uczeszczat do
Akademii”. Czy na podstawie tej
informacji mozna wnioskowac, ze
Arystoteles uczeszczat do Akademii?
Odpowiedz uzasadnij.




zmiennej, aby otrzymane zdanie byto
prawdziwe?

2. Zbiory

Tematyka zajec:

Dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych.
Pierwiastki 1 potegi.

Procenty. Punkty procentowe.

Warto$¢ bezwzgledna.

Zbiodr, element zbioru; dzialania na zbiorach.
Zbior liczb rzeczywistych 1 jego podzbiory.

Bilqd przyblizenia. Szacowanie wartosci liczbowych.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna takie pojgcia jak: zbior pusty, zbiory rowne,
podzbidr zbioru;

—zna symbolike matematyczna dotyczaca zbiorow
(e, ¢, uU,N,— C,Q);

—potrafi poda¢ przyktady zbioréw (w tym
przyktady zbioré6w skonczonych oraz
nieskonczonych);

—potrafi okresli¢ relacj¢ pomigdzy elementem i
zbiorem;

—potrafi okresla¢ relacje pomigdzy zbiorami

Uczen:

—potrafi sprawnie postugiwac si¢ symbolika
matematyczna dotyczaca zbiorow;

—potrafi poda¢ zapis symboliczny np. liczby
parzystej, nieparzystej, podzielnej przez dana
liczbg catkowita, wielokrotnos¢ danej liczby,
liczby, ktéra w wyniku dzielenia przez dana
liczbg naturalng daje dana reszte;

—potrafi zapisa¢ symbolicznie zbidr na podstawie
informacji o jego elementach;

—potrafi wymieni¢ elementy zbioru zapisanego
symbolicznie;

Uczen:

—potrafi sprawnie dziata¢ na
wyrazeniach zawierajacych potegi 1
pierwiastki z zastosowaniem wzorow
skroconego mnozenia;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania
tekstowe o podwyzszonym stopniu
trudnos$ci dotyczace wlasnosci liczb
rzeczywistych;

—potrafi wykona¢ dzielenie z reszta w
zbiorze liczb catkowitych ujemnych.




(rdbwnos¢ zbiorow, zawieranie si¢ zbiorow,
roztacznos¢ zbiorow);

—zna definicj¢ sumy, iloczynu, r6znicy zbiorow;

—potrafi wyznacza¢ sumg, iloczyn i r6znicg
zbiorow;

—potrafi wyznaczy¢ sumg, roznicg oraz czgs$¢
wspolng podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych,
takich jak zbior N, C, NW, W;

—potrafi rozréznia¢ liczby naturalne, catkowite,
wymierne, niewymierne;

—potrafi wskaza¢ liczby pierwsze i ztozone;

—zna i potrafi stosowac cechy podzielnosci liczb
naturalnych (przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10);

—potrafi roztozy¢ liczbe naturalng na czynniki
pierwsze;

—potrafi wyznaczy¢ najwigkszy wspolny dzielnik i
najmniejsza wspolng wielokrotnos¢ liczb
naturalnych;

—potrafi wykona¢ dzielenie z reszta w zbiorze
liczb naturalnych;

—zna prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych,;

—potrafi porownywac liczby wymierne;

—potrafi przedstawiac¢ liczby wymierne w postaci
utamkow zwyktych i dziesigtnych;

— potrafi umiesci¢ liczb¢ wymierna na osi
liczbowej;

—potrafi usuwa¢ niewymiernos$¢ z mianownika
utamka stosujac wzor skréconego mnozenia
(r6znice kwadratow dwoch wyrazen);

—potrafi wyznaczy¢ przyblizenie dziesigtne liczby
rzeczywistej z zadana doktadnoscia;

—potrafi zamieni¢ utamek okresowy na utamek
zwykly;

—potrafi ocenia¢ wartosci logiczne zdan, w ktorych
wystegpuja zalezno$ci pomigdzy zbiorami;

— potrafi stosowa¢ wzory skréconego mnozenia,
takie jak:

a’ + b’ =(a+b)@’—ab+bd)

a’ — b’ =(a—Db)(a’ + ab + b?),

w tym podczas usuwania niewymiernosci z
mianownika utamka;

—zna definicj¢ warto$ci bezwzglednej liczby

—potrafi obliczy¢ warto$¢ bezwzgledna liczby;

—potrafi zaznaczy¢ na osi liczbowej zbiory opisane
za pomoca rownan i nierOwnosci z wartoscia
bezwzgledna typu: |[x —a|=b,|x—a|<b,
|x—a|>b,|x—a|<b,|x—a|=b;

—potrafi na podstawie zbioru rozwigzan
nierownosci, zapisa¢ t¢ nierdwnos$¢ w postaci
nierownosci z warto$cia bezwzgledna;

—zna pojgcie $redniej harmonicznej liczb i potrafi
postugiwac si¢ tym pojeciem w rozwigzywaniu
zadan (np. obliczenie $redniej predkosci jazdy na
ustalonej drodze).




—potrafi sprawnie wykonywac dzialania w zbiorze
liczb rzeczywistych z wykorzystaniem praw
dziatan;

— potrafi wyznaczy¢ blqd wzgledny i bezwzgledny
przyblizenia

— potrafi obliczy¢ blqd procentowy

— potrafi szacowac wartoSci wyrazen

—potrafi sprawnie postugiwac si¢ wzorami
skréconego mnozenia:

(a—b)’=a’—2ab+b’

(a+b)’=a’+2ab + b’

a’—b’=(a—b)@a+b)

1 potrafi wykonywac dzialania na wyrazeniach,
ktére zawieraja wymienione wzory skréconego
mnozenia;

—zna prawa dziatan na potggach o wyktadnikach
wymiernych;

—potrafi wykonywa¢ dziatania na potggach o
wyktadniku wymiernym;

—zna pojgcie pierwiastka arytmetycznego z liczby
nieujemne;j i potrafi stosowac prawa dziatah na
pierwiastkach ; potrafi obliczac¢ pierwiastki
stopnia nieparzystego z liczb ujemnych,

—rozumie pojecie przedziatu liczbowego jako
podzbioru zbioru liczb rzeczywistych;

—potrafi zapisa¢ za pomoca przedziatow zbiory
opisane nieréwnosciami,

—potrafi zaznaczy¢ na osi liczbowej podany
przedziat liczbowy;

—potrafi wyznaczy¢ sumg, r6znicg oraz cze¢s¢
wspolna przedzialow liczbowych;




—potrafi obliczy¢ procent danej liczby, a takze
wyznaczy¢ liczbg, gdy dany jest jej procent;

—potrafi obliczy¢ jakim procentem danej liczby
jest druga dana liczba;

—potrafi okresli¢ o ile procent dana wielko$¢ jest
wigksza (mniejsza) od innej wielkosci;

—potrafi postugiwac si¢ procentem w prostych
zadaniach tekstowych;

—rozumie pojecie punktu procentowego i potrafi
sie nim postugiwac

—potrafi odczytywac¢ dane w postaci tabel 1
diagramow, a takze przedstawia¢ dane w postaci
diagramow procentowych;

—potrafi przeprowadzac¢ analizg¢ ilosciowa
przedstawionych danych;

—zna pojecie $redniej arytmetycznej i
geometrycznej liczb oraz potrafi obliczy¢ $rednia
arytmetyczng i geometryczna podanych liczb.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Bartek i Jurek postanowili zmierzy¢ odlegtosé¢
namiotu od przystani za pomoca swoich krokéw.
Bartek stawia kroki o dtugosci 48 cm, a Jurek o
dtugosci 56 cm. W jakiej odleglosci od namiotu
znajduje si¢ przystan, jesli slady stop chtopcow
pokryty sie 15 razy? Wynik wyraz w metrach.

Zadanie 2.

Zadanie 1.

a) Wyznacz zbiory (A " B)—-D, A U B,
(A—B)-D, jesli
A={x:xeCi xe (-3,4)},

B=(-1,2),D={x:xe Ri|x—-2|=4}.

b) Ocen wartosci logiczne zdan :
NcC=RUR=R;
C-NNW=g v W-NW=W.

Zadanie 2.

Zadanie 1.
Oblicz warto$¢ wyrazenia:

1 1
2 12
(4—122j +(4+122j

Zadanie 2.

2

10




a) Znajdz liczbg¢ wymierna, ktora znajduje si¢ na
osi liczbowej miedzy liczbami % a g

b) Oblicz warto$¢ wyrazenia:

8%-‘J324—42 + 'lr : (27§J +/-64
9 2
¢) Usun niewymiernos$¢ z mianownika utamka:
2-43
1442
Zadanie 3.

Ponizszy diagram przedstawia wynagrodzenie
brutto pracownikéw pewnej firmy.

104
g_
8_
?_
0
2 6
(=]
8 5
g 4
3_
24 1
r | IR
brutto) [zt]
Oblicz

a) Srednie wynagrodzenie brutto w tej firmie.

b) Jaki procent pracownikéw zarabia wigcej
niz wynosi §rednie wynagrodzenie w tej
firmie.

c) Jaki procent najwyzszego wynagrodzenia

Usun niewymiernos¢ z mianownika utamka
1

Y9+33+1

Zadanie 3.

a) Oblicz: |2 -34/3].

b) Rozwiaz nierownos¢: |x +3|=>4.

c) Przedziat liczbowy (-5, 7 ) jest zbiorem
rozwiazan pewnej nierdwnosci z wartoscia
bezwzgledna. Zapisz t¢ nierownosc¢.

Zadanie 4.

Odleglo$¢ z miasta A do miasta B samochod
osobowy przejechat z predkoscia 70 km/h, za$

z powrotem trasg t¢ pokonat z predkoscia

50 km/h. Jaka byta §rednia predkos¢ samochodu?

Iloczyn dwéch liczb naturalnych
dodatnich wynosi 168, a najwigkszy
ich wspo6lny dzielnik réwna si¢ 24.
Znajdz te liczby.

Zadanie 3.

Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 3

sumy kwadratow trzech dowolnych

kolejnych liczb naturalnych wynosi 2.

11




stanowi wynagrodzenie najnizsze.
d) O ile procent wynagrodzenie najnizsze jest
mniejsze od wynagrodzenia najwyzszego.
Wiyniki podaj z doktadnoscia do jednego miejsca
po przecinku.

Zadanie 4.

a) Wyznacz zbiory AUB,CnD,A-D,
jesli:
A={-3,-2,-1,3,4},B={-2,0,1,3},
C=(-1,4),D=(0,7)

b) Wykonaj dziatania na zbiorach: N — C,
WUNW, WnNR

Zadanie 5.

Na zawodach w skokach narciarskich, komentator
sportowy ocenit pierwszy skok zawodnika na
122m podczas, gdy skoczek osiagnat dlugosé
skoku rowna 124,5m. Drugi skok miat dtugos¢
123,5m, za$ komentator ocenit go na 126m.

W ktérym przypadku komentator popetnit wigkszy
btad?

3. Wektory
Tematyka zajec:

e Wektor w prostokatnym uktadzie wspotrzednych; wspotrzedne wektora.
e Dlugos¢ wektora (odlegto$¢ na ptaszczyznie kartezjanskiej).




e Wektory rowne, wektory przeciwne.

e Dzialania na wektorach: dodawanie, odejmowanie 1 mnozenie wektora przez liczbg.

e Wilasno$ci dziatan na wektorach.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna okreslenie wektora i potrafi poda¢ jego
cechy;

—zna okres$lenie wektorow réwnych i wektorow
przeciwnych oraz potrafi stosowaé wlasnosci
tych wektoréw w rozwiazywaniu zadan;

—potrafi obliczy¢ wspolrzedne wektora majac dane
wspotrzedne poczatku 1 konca wektora;

—potrafi obliczy¢ wspdirz¢dne poczatku wektora
(konca wektora), gdy dane ma wspotrzedne
wektora oraz wspotrzedne konca (poczatku)
wektora;

—potrafi wyznaczy¢ dtugos$¢ wektora (odlegtos¢
migdzy punktami na plaszczyznie kartezjanskiej);

—potrafi wykonywa¢ dziatania na wektorach —
dodawanie, odejmowanie oraz mnozenie przez
liczbg (syntetycznie i analitycznie);

—potrafi obliczy¢ wspotrz¢dne srodka odcinka.

Uczen:

—zna wlasnosci dziatan na wektorach i potrafi je
stosowa¢ w rozwiazywaniu zadan o srednim
stopniu trudnosci.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Dane sa punkty: A(2,5), B(—4,6)

a) Wyznacz wspotrzedne wektora AB.
b) Oblicz dlugos¢ wektora AB.

Zadanie 1.
Niech ABC bedzie dowolnym trojkatem, punkt D —

srodkiem boku AB. Wyznacz wektor CDw
zaleznosci od wektoréw CB i CA .
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Zadanie 2.

Dany jest wektor AB=[3, — 6] oraz wspdirzedne
punktu B (-1, 4)

a) Oblicz wspotrzedne punktu A.

b) Wyznacz wspotrzedne srodka odcinka AB.

Zadanie 3.
W prostokatnym uktadzie wspotrzednych zaznacz
punkty: A(-3, 5), B(1, 4), C(-3,-1)

a) Oblicz wspotrzedne wektoréw:ﬁ, BC i
u = AB + BC oraz dtugosci tych wektorow.
b) Narysuj wektory: u,2u,-3u.

Zadanie 4.

Predkos¢ wiasna motoréwki wynosi 12 km/h.
Ptynac pod prad, motoréwka pokonuje odlegtos¢
migdzy przystania A i przystania B w czasie 28
minut. Ile minut bedzie ptyna¢ motoréwka z
przystani B do przystani A, jesli predkos¢ pradu
rzeki wynosi 4 km/h?

Zadanie 2.

Dane sa wektory: a = [1,-11], b= [2,-11,

c= [-5, =7 ]. Wyznacz takie liczby rzeczywiste k 1
1,abyk-a +1-b =c.

Zadanie 3.
Dany jest odcinek o koncach A (2, —5),
B (—4, 7). Wyznacz wspotrzedne punktu P, ktéry
dzieli odcinek AB, ze @ = l .
|AB| 3

4. Przeksztalcenia geometryczne

Tematyka zajec:

e Pojecie przeksztatcenia geometrycznego.
e Przeksztalcenia izometryczne.
e Przesunigcie rownolegte.
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e Symetria osiowa.
e Symetria srodkowa.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojgcie przeksztatcenia geometrycznego i
potrafi poda¢ przyktady przeksztalcen
geometrycznych;

—zna i rozumie pojgcie przeksztalcenia
izometrycznego;

—zna pojgcie przesunigcia rownoleglego o wektor i
potrafi wyznaczy¢ obraz figury w przesunigciu
réwnolegtym o dany wektor;

—zna poj¢cie symetrii osiowej wzgledem prostej 1
potrafi wyznaczy¢ obraz figury w symetrii
osiowej wzgledem prostej;

—zna pojgcie symetrii srodkowej wzgledem punktu
1 potrafi wyznaczy¢ obraz figury w symetrii
srodkowej wzgledem punktu;

—potrafi wskaza¢ punkty stale poznanych
przeksztalcen geometrycznych;

—potrafi poda¢ wspotrzedne punktu, ktory jest
obrazem danego punktu w symetrii osiowej
wzgledem osi OX oraz osi OY;;

—potrafi poda¢ wspotrzedne punktu, ktory jest
obrazem danego punktu w symetrii $rodkowe]
wzgledem punktu (0,0);

—zna i rozumie poj¢cia srodka symetrii figury;

—zna i rozumie pojg¢cie osi symetrii figury;

—potrafi wskaza¢ 0§ symetrii figury i §rodek

Uczen:

—potrafi stosowa¢ whasno$ci przeksztalcen
geometrycznych w rozwiazywaniu zadan o
srednim stopniu trudnosci.
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symetrii figury, a takze potrafi wskazac figury
osiowo i srodkowo symetryczne;

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Narysuj dowolny trojkat ABC, a nastgpnie znajdz

jego obraz:

a) w symetrii §rodkowej wzgledem punktu O
znajdujacego si¢ wewnatrz trojkata;

b) w symetrii osiowej wzglgdem dowolnej prostej,
ktora nie ma z tym troéjkatem punktow
wspolnych;

c) Ww przesunigciu rownoleglym o wektor AC.

Zadanie 2.

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych narysuj

odcinek AB, gdzie A (-2,4), B (-5,-3),a

nastgpnie wyznacz wspotrzedne koncow tego

odcinka:

a) w symetrii wzgledem osi OX;

b) w symetrii wzgledem osi OY;

¢) w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych;

d) w przesunigciu réwnolegtym o wektor

u=J[1,-3].

Zadanie 3.

Narysuj trojkat rtownoboczny i narysuj wszystkie
jego osie symetrii. Czy trojkat rOwnoboczny ma
srodek symetrii? Narysuj czworokat, ktory ma

Zadanie 1.

Prosta m o rownaniu y = 3x + 2 jest obrazem
prostej k o réwnaniu y = 3x — I w pewnym
przesunigciu rownoleglym. Podaj przyktad wektora
przesunigcia.

Zadanie 2.

Dany jest punkt A (-3, 1). Wyznacz wspotrzedne
punktu A”= S,(A), jesli a jest prosta o rownaniu
y=X.

Zadanie 4.

a) Uzasadnij, ze przeksztalcenie okreslone
wzorem P ((x,y))=(—x,y+1), gdzie
X, Y € R, jest izometria.

b) Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow AABC w

tym przeksztalceniu, jesli wiadomo, ze
A (33 1): B (_ 43 5)7 C (43 _2)
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\ dwie osie symetrii 1 sSrodek symetrii.

5. Funkcja i jej wlasnosci

Tematyka zajec:

Sposoby opisywania funkcji.

Dziedzina funkcji liczbowe;.

Zbioér wartosci funkcji liczbowe;.
Wykresy niektorych funkcji liczbowych.
Miejsce zerowe funkcji liczbowe;.
Monotoniczno$¢ funkcji liczbowe;.

Inne wlasnosci funkcji liczbowych.

Pojecie funkcji; pojecie funkeji liczbowe;.

Najmniejsza 1 najwigksza warto$¢ funkcji.

Odczytywanie whasnosci funkcji na podstawie jej wykresu.

—potrafi podawac¢ przyktady funkcji;

—potrafi opisywac funkcje na rézne sposoby:
wzorem, tabelka, grafem, opisem stownym;

—potrafi szkicowaé wykres funkcji liczbowej
okreslonej stownie, grafem, tabelka, wzorem,;

—potrafi odr6zni¢ wykres funkcji od krzywej, ktora

dziedziny funkcji wymaga rozwiazania
koniunkcji warunkows;

—potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji opisanej
wzorem,;

—potrafi stosowaé wiadomosci o funkcji do
opisywania zaleznosci w przyrodzie, gospodarce
1 zyciu codziennym,;

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:
—potrafi odrozni¢ funkcj¢ od innych —potrafi okres$li¢ dziedzing funkcji liczbowej danej | —potrafi narysowa¢ wykresy takich
przyporzadkowan; wzorem w przypadku, gdy wyznaczenie funkcji jak: y =reszta z dzielenia x

przez 3, gdzie x € C, y = sgn X,
y = [x], y = x — [x], itp. 1 omOwi¢ ich
wlasnosci.
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wykresem funkcji nie jest;

—potrafi okresli¢ dziedzing funkcji liczbowej danej
wzorem (w prostych przypadkach);

—potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji liczbowe;j
(w prostych przypadkach);

—potrafi obliczy¢ warto$¢ funkcji liczbowej dla
danego argumentu, a takze obliczy¢ argument
funkcji, gdy dana jest jej wartos¢;

—potrafi okres$li¢ zbior warto$ci funkcji w prostych
przypadkach (np. w przypadku, gdy dziedzina
funkcji jest zbiorem skonczonym);

—potrafi na podstawie wykresu funkcji liczbowe;j
odczytac jej wlasnosci, takie jak:

a) dziedzina funkcji,

b) zbior warto$ci funkeji,

¢) miejsce zerowe funkcji,

d) argument funkcji, gdy dana jest warto$¢
funkcji,

e) wartos¢ funkcji dla danego argumentu,

f) przedzialy w ktorych funkcja jest rosnaca,
malejaca, stala,

g) zbidr argumentdw, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodanie, ujemne,
niedodatnie, nieujemne,

h) najmniejsza oraz najwigksza warto$¢
funkcji;

—potrafi narysowa¢ wykres funkcji o zadanych
podstawowych wiasnos$ciach;

—potrafi interpretowac¢ informacje na podstawie
wykresow funkcji lub ich wzordéw (np. dotyczace
roznych zjawisk przyrodniczych,
ekonomicznych, socjologicznych, fizycznych);

—potrafi poda¢ opis matematyczny prostej sytuacji
w postaci wzoru funkcji;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji
y = f(x) sporzadzi¢ wykresy funkcji:
y=—1x), y =f(x), y =—f(=x),

y = f(x —a) + b oraz zapisa¢ wzor funkcji, ktore;j
wykres otrzymano w wyniku danego
przeksztalcenia;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji omowic
takie jej wlasnosci jak: roznowarto$ciowos¢,
parzysto$¢, nieparzystos¢, okresowos¢ oraz
narysowac¢ wykres funkcji o tych zadanych
wlasnosciach.
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—potrafi przetwarza¢ informacje dane w postaci
wzoru lub wykresu funkcji.

19




Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Dana jest funkcja okreslona za pomoca opisu
stownego: “Kazdej liczbie ze zbioru

A={0,1, 4,9, 16} przyporzadkowujemy pierwiastek
kwadratowy tej liczby” . Zapisz tg funkcje za pomoca
wzoru, a nastgpnie narysuj jej wykres w
prostokatnym uktadzie wspotrzednych. Podaj zbior
wartosci tej funkcji 1 jej miejsce zerowe.

Zadanie 2.
Xx—=2

Dana jest funkcja o wzorze f(x) =

|

a) Okresl dziedzing tej funkcji.

b) Czy funkcja ta posiada miejsce zerowe?
Odpowiedz uzasadnij.

¢) Oblicz warto$¢ funkcji dla argumentu ( -9).

Zadanie 3.
Ponizej podany jest dobowy wykres temperatury.
1

) e = >
A4 2 24 56 J/B 9 10 11 12 13 1418 tlgodr.)

1617 189,30 21 22 23 24
'

3 Fi

4 /

o™ /
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Odpowiedz na pytania:

a) W jakich godzinach dokonywano pomiaru?

b) W jakim przedziale mieszcza si¢ zanotowane
temperatury?

¢) W jakich godzinach temperatura wyniosta 0°?

Zadanie 1.
a) Wyznacz dziedzing funkcji danej wzorem
fix) = V3 2x + 321

2
X —X

b) Wyznacz miejsce zerowe funkcji o wzorze

[x+2|-1
fx)= ——.
(x) e
Zadanie 2.

Pan Kowalski otrzymuje state wynagrodzenie
miesigczne oraz dodatkowo wynagrodzenie za
nadgodziny. Za kazda godzing nadliczbowa
otrzymuje o 50% wigcej niz za godzing etatowa. W
marcu mial 20 nadgodzin i1 otrzymat 1690 zt, w
kwietniu za$ 16 nadgodzin 1 otrzymat 1636 zi.

a) Oblicz wysoko$¢ statego wynagrodzenia
miesigcznego, stawke za godzing etatowa oraz
stawke za godzing nadliczbowa.

b) Napisz wzor funkcji opisujacej wynagrodzenie
miesigczne pana Kowalskiego w zaleznosci od
liczby nadgodzin.

Zadanie 3.

Naszkicuj wykres funkcji, ktérej dziedzing jest
przedzial (—6, 6); zbiorem wartosci jest przedziat
(1, +o0); funkcja jest funkcja parzysta; rosnie w
przedziale (-6, 0) oraz f (0) = 4.

Zadanie 4.

Zadanie 1.
Dana jest funkcja f(x) = reszta z
dzielenia x przez 5, gdzie xe C.

a) Narysuj wykres tej funkcji dla
xe{-6,-5-4,-3,-2,-1,0, 1,2,
3,4,5,6,7,8,9}.

b) Napisz wzor opisujacy miejsca
zerowe tej funkcji.

c) Podaj zbidr wartosci funkcji.

d) Podaj okres podstawowy tej
funkcji.

Zadanie 2.

Narysuj wykres funkcji y = x — [x]

dla xe (-3, 4) 1 na podstawie wykresu
omow jej wlasnosci.

Uwaga! Symbol [x] oznacz najwigksza
liczbe calkowita nie wieksza od x.

20




d) W jakich godzinach temperatura byta dodatnia,
a w jakich ujemna?

e) W jakich godzinach temperatura rosta, a w
jakich malata?

f) Jaka warto$¢ miata temperatura w godzinach
(12, 14)?

g) Jaka najnizsza wartos¢ wskazal termograf?

Zadanie 4.
Odlegtos¢ d [km], ustalonego kolarza peletonu, od
mety w zalezno$ci od czasu jazdy t[h] opisuje wzor
d(t) = 180 — 45t.
a) lle najmniej godzin potrzeba, aby kolarz
przekroczyt mete wyscigu?
b) W jakiej odleglosci od mety bedzie
znajdowat sig kolarz po 40 minutach jazdy?
c) Po jakim czasie od startu, kolarz bgdzie
znajdowat si¢ 30 km od mety?
d) Jaka dlugo$¢ ma etap wyscigu?

W pewnym kraju obowiazuje system podatkowy
opisany wzorem:

0 dla 0<x <800
f(x) = 40,05x —40 dla 800 < x <2000
0,2x —340 dla x > 2000

gdzie x — oznacza wysokos¢ dochodow rocznych
podatnika w dolarach, za$ f(x) — oznacza wysokos¢
podatku jaki zobowiazany jest zaptaci¢ podatnik.
Oblicz, ktory z podatnikow zaptaci wigkszy
podatek 1 o ile procent wigkszy, jesli dochod
roczny pierwszego z nich wyniost 1260 $, zas
drugiego 3480 $.Wynik podaj z doktadnoscia do
dwodch miejsc po przecinku.

6. Funkcja liniowa
Tematyka zajec:

Definicja funkcji liniowe;.
Wtasnosci funkcji liniowe;.

Roéwnoleglosc 1 prostopadtosé wykresow funkcji liniowych.
Réwnanie liniowe 1 nierownos$¢ liniowa z jedna niewiadoma.
Réwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi (réwnanie prostej).

21




Nierowno$¢ pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktady nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
Zastosowanie funkcji liniowej do opisywania zjawisk z zycia codziennego.
Rozwiazywanie zadan tekstowych z zastosowaniem réwnan 1 uktadéw rownan liniowych.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojecie funkcji liniowej;

—potrafi interpretowac wspotczynniki we wzorze
funkcji liniowej;

—potrafi sporzadzi¢ wykres funkcji liniowej danej
wzorem,;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji liniowe;j
(wzoru funkcji) okresli¢ monotonicznos¢ funkcji;

—potrafi wyznaczy¢ algebraicznie i graficznie
zbior tych argumentow dla ktorych funkcja
liniowa osiaga wartosci dodatnie (ujemne,
niedodatnie, nieujemne);

—potrafi sprawdzi¢ algebraicznie, czy punkt o
danych wspoétrzednych nalezy do wykresu
funkcji liniowej;

—potrafi znalez¢ wzor funkcji liniowej o zadanych
wlasno$ciach (np. takiej, ktorej wykres
przechodzi przez dwa dane punkty);

—potrafi napisa¢ wzor funkcji liniowej, ktorej
wykres jest rownoleglty do wykresu danej funkcji
liniowej 1 przechodzi przez punkt o danych
wspotrzednych;

—potrafi napisa¢ wzor funkcji liniowej, ktorej

Uczen:

—potrafi narysowa¢ wykres funkcji kawatkami
liniowej i na jego podstawie omowic jej
wlasnosci;

—potrafi wyznaczy¢ algebraicznie miejsca zerowe
funkcji kawatkami liniowej oraz wspotrzedne
punktu, w ktorym wykres przecina o§ OY;;

—potrafi wyznaczy¢ algebraicznie zbior tych
argumentow dla ktorych funkcja kawatkami
liniowa przyjmuje warto$ci dodatnie (ujemne);

—potrafi obliczy¢ warto$¢ funkcji kawatkami
liniowej dla podanego argumentu;

—potrafi opisa¢ dang figur¢ geometryczna w
prostokatnym uktadzie wspotrzednych, za
pomoca odpowiedniego uktadu nieréwnos$ci
liniowych z dwiema niewiadomymi;

—potrafi narysowa¢ w prostokatnym ukladzie
wspotrzednych figure geometryczna zapisang za
pomoca ukladu nieréwnosci liniowych z dwiema
niewiadomymi.

Uczen:
—rozwiazuje zadania nietypowe, o

podwyzszonym stopniu trudnosci.
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wykres jest prostopadty do wykresu danej
funkcji liniowej 1 przechodzi przez punkt o
danych wspoétrzednych;

—potrafi rozwiaza¢ réwnanie liniowe z jedna
niewiadoma;

—potrafi okresli¢ liczbe rozwiazan rOwnania
linlowego z jedna niewiadoma,;

—potrafi rozwigza¢ nierd6wno$¢ liniowa z jedna
niewiadoma i przedstawic¢ jej zbidr rozwiazan na
osi liczbowej;

—potrafi interpretowac graficznie rownania i
nierownosci liniowe z jedna niewiadoma;

—potrafi rozwiaza¢ uktad nieréwnosci liniowych z
jedna niewiadoma;

—potrafi rozwiazywac algebraicznie (w tym
metoda wyznacznikowa) i graficznie uktady
dwoch rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi;

—potrafi rozpozna¢ uktad oznaczony,
nieoznaczony, sprzeczny i umie poda¢ ich
interpretacj¢ geometryczna;

—potrafi zbada¢ wzajemne potozenie dwoch
prostych na ptaszczyznie;

—potrafi rozwiaza¢ zadanie tekstowe prowadzace
do réwnania liniowego z jedna niewiadoma,
nierownosci liniowej z jedna niewiadoma lub
uktadu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi;

—potrafi stosowa¢ wiadomosci o funkcji liniowej
do opisu zjawisk z zycia codziennego (podac
opis matematyczny zjawiska w postaci wzoru
funkcji liniowej, odczyta¢ informacje z wykresu
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(wzoru), zinterpretowac je, przeanalizowac i
przetworzyc¢).

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Napisz wzor funkcji liniowej, wiedzac ze,
miejscem zerowym funkcji jest liczba 2 1 warto$¢
funkcji dla argumentu 8 wynosi —3.

Zadanie 2.
Dana jest funkcja liniowa o wzorze y = %x +5.

Napisz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres jest:

a) roéwnolegly do wykresu danej funkcji 1
przechodzi przez punkt A(-8, 4);

b) prostopadty do wykresu danej funkcji 1
przechodzi przez punkt B( 9, -2).

Zadanie 3.

W wannie o pojemnosci 200 litrow znajduje si¢ 20
litrow wody. Po odkreceniu kurkow, do wanny
naptywa 15 litréw wody w ciagu minuty.

a) Po ilu minutach wanna be¢dzie petna?

b) Napisz wzor funkcji opisujacej zaleznos¢
liczby litréw wody w wannie, po odkreceniu
kurkéw, od czasu w godzinach.

Narysuj wykres tej funkcji w prostokatnym
uktadzie wspotrzednych.

¢)

Zadanie 4.

Zadanie 1.
Opisz za pomoca uktadu nierownosci zbior
przedstawiony na rysunku.

Dane: A(-4, 1), K(O, 3)
B(6, -2), |<ACB| = 80°

Zadanie 2.

Do $wietlicy pewnego spotecznego liceum, weszli
wszyscy uczniowie tej szkoty na uroczystosé
rozpoczgceia roku szkolnego. Gdyby na kazdej
tawce usiadto 6 uczniéw to zabrakloby dwoch
tawek. Gdyby za$ na kazdej tawce usiadto 8

Zadanie 1.
Wyznacz funkcje liniowa f, ktora dla

kazdego xe R spetnia warunek:
f(2x —1)=—-6x +4.

Zadanie 2.

Funkcj¢ y = sgn (a) (co oznacza znak
liczby a), definiujemy nast¢pujaco:

1 dla a)0

0 dlaa=0

—1 dla a{0

Na podstawie powyzszej definicji
narysuj wykres funkcji:
f(x)=-2sgn (-3x +1)+5

sgn(a) =

24




Do marynowania podgrzybkow potrzebny jest ocet
6%. Pani Kowalska kupita 1 litr octu 10%. Ile
wody powinna dola¢ do zakupionego octu, aby
otrzymac ocet o zadanym st¢zeniu do
marynowania grzybow?

uczniow to zostatyby 3 tawki. Ilu jest uczniow w
tym liceum 1 ile tawek stoi w §wietlicy?

Zadanie 3.
Dana jest funkcja opisana wzorem:

2x—5 dla x<2
f(x)=49 x-3 dla 2<x<8
-x+10 dla x >8

a) Oblicz miejsca zerowe funkcji.
b) Oblicz wspotrzedne punktu, w ktorym wykres
funkcji przecina o$ OY.
¢) Narysuj wykres funkcji i na podstawie wykresu
okresl:
- przedziaty monotonicznos$ci funkcji
- zbidr tych argumentow, dla ktérych
funkcja osiaga wartosci dodatnie.

7. Funkcja kwadratowa
Tematyka zajec:
e Jednomian stopnia drugiego.

e Posta¢ og6lna funkcji kwadratowe;.
e Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowe;.

e Migjsca zerowe funkcji kwadratowej; postac iloczynowa funkcji kwadratowe;.

e  Wiasnosci troymianu kwadratowego.
e Rownania 1 nieréwnosci kwadratowe.

Zadania tekstowe prowadzace do rownan 1 nieréwnosci kwadratowych.

e Zastosowanie wiadomosci o funkcji kwadratowej do analizowania zjawisk z zycia codziennego.
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—potrafi rozpoznaé jednomian stopnia drugiego;

—potrafi narysowac¢ wykres jednomianu stopnia
drugiego i omowic jego wlasnosci;

—potrafi odrozni¢ wzor funkcji kwadratowej od
wzoru innej funkcji;

—potrafi obliczy¢ miejsca zerowe funkcji
kwadratowej lub sprawdzi¢, ze trojmian
kwadratowy nie ma miejsc zerowych;

—potrafi obliczy¢ wspotrzedne wierzchotka
paraboli;

—potrafi narysowac¢ wykres dowolnej funkcji
kwadratowej;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji
kwadratowej omowi¢ jej wlasnosci;

—potrafi napisa¢ wzor funkcji kwadratowej o
zadanych wlasnos$ciach;

—zna posta¢ 0golna, kanoniczna oraz iloczynowa
funkcji kwadratowe;;

—potrafi sprawnie zamienia¢ jedna postaé
trojmianu kwadratowego na druga (postac
ogo6lna, kanoniczna, iloczynowa);

—potrafi wyznaczy¢ najmniejsza oraz najwigksza
warto$¢ funkcji kwadratowej w danym
przedziale domknigtym;

—potrafi algebraicznie rozwigzywaé rdwnania 1
nierownos$ci kwadratowe z jedna niewiadoma;

—potrafi graficznie rozwiazywac rdwnania i

Uczen:

—potrafi rozwiazywac zadania tekstowe
prowadzace do réwnan i nierownosci
kwadratowych z jedna niewiadoma;

—potrafi stworzy¢ model matematyczny zjawisk z
zycia codziennego — podac opis zjawiska w
postaci wzoru, odczyta¢ informacje z wykresu,
interpretowac je i przetwarzac;

—potrafi zastosowa¢ wlasnosci funkcji
kwadratowej do rozwiazywania prostych zadan
optymalizacyjnych;

—potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
kwadratowej (symetria wzgledem osi OX,
symetria wzgledem osi OY, symetria wzglgdem
punktu O(0, 0), przesunigcie rownolegle o
wektor) oraz napisa¢ wzor funkcji, ktorej wykres
otrzymano w danym przeksztatceniu.

Uczen;

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na
pierwiastki trojmianu kwadratowego

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na
wspotrzedne wierzchotka paraboli;

—potrafi rozwiazywac rézne problemy
dotyczace funkcji kwadratowej,
ktére wymagaja niestandardowych
metod pracy oraz
niekonwencjonalnych pomystow.

5
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nierdwnos$ci kwadratowe z jedna niewiadoma;
—potrafi rozwiazywac proste zadania prowadzace
do roéwnan 1 nierdwnosci kwadratowych z jedna
niewiadoma;
—potrafi przeanalizowa¢ zjawisko z zycia
codziennego, opisane wzorem (wykresem)
funkcji kwadratowe;.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci

iloczynowej y = -2(x — 3)(x + 2), xeR.

a) Napisz wzor tej funkcji w postaci kanonicznej
oraz ogolnej.

b) Narysuj wykres tej funkcji.

c) Okresl zbidr wartosci funkcji, przedziaty
monotonicznosci oraz zbidr tych argumentow
dla ktorych funkcja osiaga wartosci
niedodatnie.

Zadanie 2.
Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = %X +x-8,

xeR.

a) Wyznacz miejsca zerowe funkcji.

b) Rozwiaz nierownos¢ f(x) > —8.

¢) Wyznacz najwigksza oraz najmniejsza wartos$¢
funkcji na przedziale (1, 3).

Zadanie 3.
Napisz wzor funkcji kwadratowej jesli wiadomo,

Zadanie 1.

Firma zajmujaca si¢ wynajmem lokali ma do

dyspozycji 180 pomieszczen uzytkowych.

Wszystkie pomieszczenia sg zajete wowczas, gdy

koszt wynajmu lokalu za jeden miesiac wynosi

1200 zt. Firma oszacowata, ze kazda kolejna

podwyzka czynszu o 40 zl, zmniejsza o 5 liczbg

wynajmowanych pomieszczen.

a) Zapisz wzorem przychod firmy w zaleznosci
od liczby podwyzek czynszu, z ktorych kazda
wyniosta 40 zt.

b) Jaki miesigczny koszt wynajmu powinna
ustali¢ firma, aby jej przychdd byt
maksymalny? Ile wynosi maksymalny
przychod?

Zadanie 2.

Narysuj wykres funkcji y = 2x%, xR, a nastepnie
przesun go o wektor u=[—4, 2]; otrzymany
wykres przeksztal¢ przez symetri¢ wzgledem
punktu (0, 0). Napisz wzor funkcji, ktorej wykres
otrzymates. Omow wiasnosci otrzymanej funkcji.

Zadanie 1.

Wiedzac, ze liczby catkowite sa
miejscami zerowymi funkcji
f(x) = 3x* + bx + 15, oblicz b.
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ze do jej wykresu nalezy punkt A (1, 3) idla
argumentu 2 funkcja osiaga swa najwigksza
warto$¢ rowna 4.

Zadanie 4.
Liczbg os6b zwiedzajacych wystawe n-tego dnia
od momentu jej otwarcia opisuje wzor:

W(n)=—4n2+48n—24, gdziene{1,2,..... 14,

Odpowiedz na pytania:

a) W ktérym dniu wystawe odwiedzito najwigcej
0s0b?

b) Ile 0s6b odwiedzito wystawe podczas jej
trwania?

Zadanie 3.

Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi 8, za$ suma
kwadratow jej cyfr jest rowna 30. Jesli w liczbie
zamienimy cyfry skrajne to otrzymana liczba
bedzie o 396 wigksza od poczatkowej. Znajdz tg
liczbe.

Zadanie 4.
Dana jest funkcja f (x) = %xz +bx -3, xeR.

a) Wyznacz b tak, aby najmniejsza warto$¢
funkcji wynosita (— 4).

b) Wyznacz b tak, aby najwigkszy zbior, w
ktorym funkcja jest malejaca byt rowny
przedzialowi (—ee, 6).

¢) Wyznacz b tak, aby wierzchotek paraboli,
ktora jest wykresem tej funkcji nalezat do
prostej o rownaniu y = 2X.

8. Okrqg w ukladzie wspotrzednych
Tematyka zajec:

Rownanie okregu.

Odleglosc¢ punktu od prostej.
Wzajemne polozenie prostej i okregu.
Wzajemne polozenie dwoch okregow.
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—rozpoznaje rownanie okrggu w postaci
zredukowanej x> + y* + ax + by + ¢ = 0 oraz w
postaci kanonicznej (x — a)* + (y — b)* =%

—potrafi sprowadzi¢ rbwnanie okrggu z postaci
zredukowanej do postaci kanonicznej
(1 odwrotnie);

—potrafi odczyta¢ z rownania okrggu wspotrzedne
srodka 1 promien okrggu;

—potrafi napisa¢ rownanie okregu, gdy zna
wspotrzedne $rodka i1 promien tego okregu;

—potrafi narysowac¢ w uktadzie wspotrzednych
okrag na podstawie danego réwnania opisujacego
okrag;

—zna wzor na odlegto$¢ punktu od proste;;

—potrafi obliczy¢ odleglos¢ punktu od prostej;

—potrafi okresli¢ wzajemne polozenie prostej o
danym réwnaniu wzgledem okregu o danym
réwnaniu ( po wykonaniu stosownych obliczen);

—potrafi okresli¢ wzajemne potozenie dwdch
okregow danych rownaniami ( na podstawie
stosownych obliczen);

—potrafi obliczy¢ wspotrzedne punktow wspdlnych
prostej i okregu lub stwierdzi¢, ze prosta i okrag
nie maja punktow wspdlnych;

Uczen:

—potrafi napisa¢ rbwnanie okrggu opisanego na
trojkacie, gdy dane ma wspotrzedne
wierzchotkéw trojkata;

— potrafi rozwiazywac proste zadania z
wykorzystaniem wiadomosci o prostych,
trojkatach, parabolach i okrggach.

Uczen:

—potrafi rozwiazywac zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace okregow w uktadzie
wspotrzednych.

Przykladowe zadania
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Zadanie 1.

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych narysuj
okrag o danym réwnaniu:

(x+37+y =16

Zadanie 2.

Wyznacz wspolrzedne srodka i dlugos$¢ promienia
okregu o rownaniu x° + y* — 2x + 4y = 4.

Zadanie 3.

Oblicz wspotrzedne punktéw wspolnych proste;

kiy= %X i okregu o rownaniu x* + y* — 6x = 0.

Zadanie 4.

Nie wykonujac rysunku, okresl:

a) wzajemne potozenie okrggdéw o rownaniach:
XX +y —4x+2y+4=0orazx’ +y —8y=0.
b) wzajemne potozenie prostej k: y =2x — 3
wzgledem okregu o réwnaniu x* + y* = 4.

Zadanie 1.
Napisz rownanie okregu opisanego na trojkacie
ABC, jesli A(1, 5), B(8,-2), C(9, 1).

Zadanie 2.
Prosta k: y = x +1 przecina parabolg o réwnaniu
y=—x>+2x + 3 w punktach A i B.
Oblicz wspotrzedne punktow A i B.
Napisz réwnanie okregu o promieniu

r=4/5 , ktorego $rednica jest odcinek AB.
Oblicz pole AABS, gdzie S jest srodkiem okrggu
wyznaczonego w punkcie b).

Zadanie 1.

Udowodnij, ze rownanie

x* + v —ax + 2by — 0,75a> + 2ab = 0
opisuje okrag dla dowolnych liczb
rzeczywistych a oraz b takich, ze a # b.
Podaj wspotrzedne srodka i1 promien
okregu.

9. Wielomiany

Tematyka zajec:

RoOwnos¢ wielomianow.

Twierdzenie o reszcie.

Dziatania arytmetyczne na wielomianach.
Pierwiastek wielomianu, pierwiastek wielokrotny.
Twierdzenie Bezouta 1 jego zastosowanie.

Definicja wielomianu stopnia n (n€ N,) jednej zmiennej rzeczywiste;.

Metody rozktadania wielomianu na czynniki.

30




e RoOwnania 1 nierdbwnosci wielomianowe.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna poje¢cie jednomianu jednej zmiennej i potrafi
okresli¢ stopien tego jednomianu;

—potrafi wskazac¢ jednomiany podobne;

—potrafi rozpozna¢ wielomian jednej zmiennej
rzeczywistej;

—potrafi uporzadkowa¢ wielomian (malejaco lub
rosnaco);

—potrafi okresli¢ stopien wielomianu jedne;j
zmiennej;

—potrafi obliczy¢ warto$¢ wielomianu dla danej
warto$ci zmienne;j;

—potrafi rozpozna¢ wielomiany réwne;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania, w ktorych
wykorzystuje si¢ twierdzenie o réwnosci
wielomianow;

—potrafi wykona¢ dodawanie, odejmowanie,
mnozenie wielomianow;

—potrafi wykona¢ dzielenie wielomianu przez
dwumian;

—potrafi sprawdzi¢ czy podana liczba jest
pierwiastkiem wielomianu;

—potrafi okresli¢ krotno$¢ pierwiastka wielomianu
danego w postaci iloczynowej;

—zna twierdzenie Bezouta 1 potrafi je stosowaé w
rozwiazywaniu zadan;

—potrafi obliczy¢ resztg z dzielenia wielomianu

Uczen:

—potrafi sprawnie dzieli¢ wielomian przez
wielomian;

—potrafi korzysta¢ z twierdzenia Bezouta przy
rozktadaniu wielomiandéw na czynniki;

—potrafi rozktada¢ wielomian na czynniki
korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia:
a’+b’ = (a+Db)@’—ab+ b,
a’—b’=(a—b)(@ +ab +b?);

—potrafi rozwiazywac rownania dwukwadratowe;

—zna twierdzenie o reszcie i potrafi je stosowaé w
rozwiazywaniu zadan;

—potrafi wyznaczy¢ wielomian, ktory jest reszta z
dzielenia wielomianu o danych wtasno$ciach
przez wielomian stopnia drugiego;

—potrafi rozwiazywac proste zadania tekstowe
prowadzace do réwnan i nierownosci
wielomianowych.

Uczen:

—potrafi udowodnic¢ twierdzenie
Bezouta;

—potrafi rozwiazywac zadania

dotyczace wielomiané6w wymagajace

niekonwencjonalnych metod lub
pomystow, a takze zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci z
zastosowaniem poznanej wiedzy.
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przez dwumian, nie wykonujac dzielenia;
—potrafi roztozy¢ wielomian na czynniki poprzez
wylaczanie wspolnego czynnika poza nawias,
zastosowanie wzorow skroconego mnozenia:
(a—b)*=a’ —2ab+b%
(a+b)’=a’+2ab+b%
(a—b)@a+b)=a>—b%
zastosowanie metody grupowania wyrazow;
—potrafi rozwigzywaé¢ rdwnania i nierownosci
wielomianowe, ktore wymagaja umiejgtnosci
rozktadania wielomianéw na czynniki
wymienionych w poprzednim punkcie;
—potrafi rozwiazywac proste zadania dotyczace
wlasnoséci wielomianéw, w ktérych wystepuja
parametry.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
a) Rozt6z wielomian
W(x)=-2x+8x—x*+4
na czynniki liniowe.
b) Wymien pierwiastki tego wielomianu.
¢) Rozwiaz nierownos¢ W (x ) <0.

Zadanie 2.

Wyznacz zbiory A, B, AnB, AUB, A — B, jesli
A={x:xeRix’—2x">0} oraz
B={x:x€Ri (2-x)(4+3x-x%)<0}.

Zadanie 3.

Zadanie 1.

Wielomian W(X) przy dzieleniu przez (x + 3) daje
resztg 6, a przy dzieleniu przez (x — 2) daje reszte
1. Wyznacz resztg z dzielenia tego wielomianu
przez wielomian P(x) = x> + x — 6.

Zadanie 2.

Iloczyn trzech kolejnych liczb nieparzystych jest o
65 wigkszy od réznicy kwadratow liczby
najwigkszej 1 najmniejszej. Znajdz te liczby.

Zadanie 3.
Dla jakich m reszta z dzielenia wielomianu

Zadanie 1.
Roz16z na czynniki wyrazenie
(ab+ac +bc)(a+b+c)—abc.

Zadanie 2.

Rozt6z na czynniki, mozliwie
najnizszego stopnia, wielomian
W(x)=x"+1.
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Dany jest wielomian W(x) = 3x> — 2x~ + kx.

a) Wyznacz k tak, aby pierwiastkiem tego
wielomianu byta liczba 1.

b) Dla wyznaczonej wartosci k wyznacz
pozostale miejsca zerowe tego wielomianu.

Zadanie 4.

Dane sa wielomiany W(x) = (ax> + bx + 3)(x + 1),
H(x) = 3x> + 7x* + 7x + 3. Wyznacz a oraz b tak,
aby wielomiany W(x) oraz H(x) byty rowne.

W(x) =m°x° — 8x° + 5m przez dwumian (x + 1)
jest mniejsza od 2?

Zadanie 4.

a) Rozwiaz rownanie 2x* —x* — 1 = 0.

b) Roztdz na czynniki, mozliwie najnizszego
stopnia, wielomian W(x) = (x> + 8) ( 3x” — 81).

10. Funkcje wymierne

Tematyka zajec:
e Definicja funkcji wymiernej; dziedzina funkcji wymierne;.
e Dziatania na wyrazeniach wymiernych.
e Funkcja homograficzna i jej wtasnosci.
e RoOwnania 1 nierdOwno$ci wymierne.
Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace

Uczen: Uczen:
—potrafi na podstawie wzoru odrézni¢ funkcje —zna definicj¢ funkcji homograficzne;j

wymierng od innej funkc;ji; _ax+b . . )
—potrafi okresli¢ dziedzing funkcji wymiernej fx) = cx+d’ gdziec#0iad—cb=0;

(Wyrazenia wymiernego);

—potrafi napisa¢ wzor funkcji wymiernej o
zadanej dziedzinie;

—potrafi wykonywac¢ dzialania na wyrazeniach

—potrafi odrozni¢ funkcjg¢ homograficzna od innej
funkcji wymiernej;
ax+b

—potrafi przeksztalci¢ wzor funkeji f(x) = ,
X+cC




wymiernych, takie jak: skracanie wyrazen
wymiernych, rozszerzanie wyrazen wymiernych,
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych (tylko proste przyktady);
—potrafi narysowac¢ wykres proporcjonalnosci

odwrotnej f(ix) = &,a€ R—{0},x€ R—{0};
X

—potrafi opisa¢ wlasnosci funkcji f(x) = 3,
X
ae R—{0},xe R—{0};

—potrafi rozwigzywacé proste rOwnania i
nierOwnosci wymierne zwiazane z
proporcjonalno$cia odwrotna;

—potrafi rozwiazywac proste zadania tekstowe z
zastosowaniem wiadomosci o proporcjonalnosci
odwrotne;j.

gdzie x # —c tak, by znany byt wzor
proporcjonalno$ci odwrotnej y = a4y
X

wspotrzedne wektora przesunigcia

rownolegtego;

—potrafi narysowa¢ wykres funkcji f(x) = ax+b ,

X+C

gdzie x #—c;

—potrafi opisa¢ wlasnosci funkcji homograficznej
f(x) = ax+b , gdzie x #—c, na podstawie jej

X+cC

wykresu;

—potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji
homograficznej oraz wspoirzedne punktu, w
ktorym wykres przecina o$ OY;

—potrafi wyznaczy¢ przedzialy monotonicznos$ci
funkcji homograficzne;;

—potrafi rozwigzywaé¢ rdwnania i nierownosci
zwiazane z funkcja homograficzna;

—potrafi przeksztalci¢ wykres funkcji
homograficznej w symetrii wzglgdem osi OX,
symetrii wzgledem osi OY, symetrii wzgledem
punktu (0, 0), w przesunigciu rownolegtym o
dany wektor oraz napisa¢ wzor funkcji, ktorej
wykres otrzymano w wyniku tego
przeksztalcenia;

—potrafi rozwiazywac zadania tekstowe
prowadzace do rownan 1 nierdwnosci
wymiernych.
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Przykladowe zadania

Zadanie 1.

a) Wyznacz te wartosci X, dla ktérych podane
wyrazenia wymierne maja sens liczbowy:
x+2  x°+1 X
x-3" x?+2x+1 x’-4x*+2x-8

b) Podaj przyktad funkcji wymiernej, ktore;
dziedzina jest zbior R — {2, 3,7 }.

Zadanie 2.
2x* —4x?

a) Skro¢ wyrazenia wymierne: —

8x

W; podaj konieczne zatozenia.
X —

b) Wykonaj dodawanie oraz odejmowanie
wyrazen wymiernych:
X, 2x+3 x-5 3
x-2 x+472x+3 4x*-9
konieczne zatozenia.
¢) Wykonaj mnozenie oraz dzielenie wyrazen

x* -4 2x-1
2x2—x 5x+10°
X +4x+4  x+2
x?-16 ~ 2x-8
zalozenia.

; podaj

wymiernych:

; podaj konieczne

Zadanie 3.

Zadanie 1.
Wykres funkcji homograficznej o wzorze

2x -3
f(x)=
®) X+2

otrzymamy w wyniku przesunigcia
réwnoleglego wykresu proporcjonalno$ci
: a :
odwrotnej y = — o pewien wektor.
X

a) Wyznacz wzor proporcjonalnosci odwrotnej
oraz wspolrzedne wektora przesunigcia.

b) Oblicz miejsce zerowe funkcji oraz
wspotrzedne punktu, w ktorym wykres
funkcji przecina o§ OY.

c) Narysuj wykres funkcji.

d) Podaj przedzialy monotonicznos$ci funkcji.

Zadanie 2.

Dwie sekretarki wykonaty pewna prace w ciagu
12 godzin. Gdyby pierwsza wykonata sama
potowe pracy, a nastgpnie druga reszte, to
zuzylaby na to 25 godzin. W ciagu ilu godzin
kazda z sekretarek, pracujac oddzielnie, moze
wykona¢ te prace?

Zadanie 3.

Rozwiaz réwnanie 1 nierownos¢:
X+2 X 10

a) +

X+3 X—2=X2+X—6
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1+x <1—2x_1.

Dana jest funkcja o wzorze y = 2 , gdzie b) <
X I+2x  x+1

x € R—{0}.
a) Narysuj wykres tej funkcji 1 na jego
podstawie omow jej wlasnosci.

2
b) Rozwiaz nierdwnos¢ —<3.
X

Zadanie 4.
2x-3 x-5

Rozwiaz rownanie = .
x+5 x+2

Zadanie 5.

Promien duzego kota bicyklu ma dlugo$¢ 54 cm, a
promien matego kotka — 20 cm. Oblicz, ile
obrotow wykonato mate kotko, jesli w tym samym
czasie duze koto obrocito si¢ 50 razy. Jaka
odleglos$¢ pokonat wtedy bicykl?

11. Ciagi
Tematyka zajec:

Definicja ciagu; ciag liczbowy.

Sposoby opisywania ciaggow.

Ciagi monotoniczne.

Ciag arytmetyczny.

Ciag geometryczny.

Oprocentowanie lokat 1 kredytow (procent prosty i sktadany).




Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna definicj¢ ciagu (ciagu liczbowego);

—potrafi wyznaczy¢ dowolny wyraz ciagu
liczbowego okreslonego wzorem ogdlnym;

—potrafi narysowac wykres ciagu liczbowego
okreslonego wzorem ogdlnym,;

—potrafi poda¢ wlasnosci ciagu liczbowego na
podstawie jego wykresu;

—zna definicj¢ ciagu arytmetycznego;

—zna i potrafi stosowaé w rozwiazywaniu zadan
WzOr na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego;

—zna i potrafi stosowa¢ w rozwigzywaniu zadan
wz6r na sumg n kolejnych poczatkowych
wyrazow ciagu arytmetycznego;

—zna definicj¢ ciagu geometrycznego;

—zna i potrafi stosowa¢ w rozwigzywaniu zadan
wzOr na n-ty wyraz ciagu geometrycznego;

—zna i potrafi stosowaé w rozwiazywaniu zadan
wz6r na sumg n kolejnych poczatkowych
wyrazow ciagu geometrycznego;

—potrafi wyznaczy¢ pierwszy wyraz i rdznicg
ciagu arytmetycznego na podstawie informacji o
innych wyrazach ciagu;

—potrafi znalez¢ wzor na wyraz og6lny ciagu
arytmetycznego;

—potrafi wyznaczy¢ pierwszy wyraz i iloraz ciagu
geometrycznego na podstawie informacji o
warto$ciach innych wyrazow ciagu,

Uczen:

—potrafi sprawdzié, ktére wyrazy ciagu naleza do
danego przedziatu;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji
monotonicznos$¢ ciagu okreslonego wzorem
og6lnym;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji czy dany
ciag okreslony wzorem ogdlnym jest
arytmetyczny;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji czy dany
ciag okreslony wzorem ogdlnym jest
geometryczny;

—potrafi wykorzysta¢ $rednia arytmetyczna do
obliczenia wyrazu srodkowego ciagu
arytmetycznego;

—potrafi wykorzysta¢ §rednia geometryczna do
obliczenia wyrazu srodkowego ciagu
geometrycznego;

—potrafi rozwiazywac rézne zadania dotyczace
ciagu arytmetycznego lub ciagu geometrycznego,
ktére wymagaja rozwiazania uktadow rownan o
podwyzszonym stopniu trudnosci;

—potrafi rozwiazywaé zadania mieszane dotyczace
ciagu arytmetycznego i geometrycznego.

Uczen:

—uczen potrafi rozwiazywaé zadania
na dowodzenie dotyczace ciagow i
ich wlasnosci;

—potrafi udowodni¢ wzor na sumg n
kolejnych poczatkowych wyrazéw
ciagu arytmetycznego;

—potrafi udowodni¢ wzér na sumg n
kolejnych poczatkowych wyrazéw
ciagu geometrycznego.
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—potrafi znalez¢ wzér na wyraz ogdlny ciagu
geometrycznego;

—potrafi rozwiazywaé zadania z zycia codziennego
dotyczace ciagu arytmetycznego i
geometrycznego;

—potrafi stosowac¢ procent prosty i sktadany w
zadaniach dotyczacych oprocentowania lokat i
kredytow.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

: . . , 2
Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a, =4 — —.
n

a) Wypisz sze$¢ poczatkowych wyrazéw ciagu.

b) Narysuj wykres tego ciagu.

c) Czy ciag jest ciagiem rosnacym? Odpowiedz
uzasadnij.

d) Zbadaj, czy istnieje taki wyraz ciagu, ktory

. , 15
jest rowny 7

Zadanie 2.
Maszynistka miata do przepisania ksiazke, liczaca
586 stron. Przez pierwsze 3 dni przepisywata po
14 stron dziennie. Aby jednak przyspieszy¢
przepisywanie catosci, postanowila, ze czwartego
dnia przepisze o 2 strony wigcej niz trzeciego i
kazdego nastepnego dnia przepisze o 2 strony
wigcej niz poprzedniego. W ciagu ilu dni
przepisala cata ksiazke?

Zadanie 1.

Dla jakich x liczby 2x°+9x, x>+ X, — 3x — 4 sg
trzema poczatkowymi wyrazami ciagu
arytmetycznego (a,)? Dla znalezionej warto$ci x
napisz wzor ogolny ciagu (a,) i zbadaj na
podstawie definicji jego monotonicznosc.

Zadanie 2.

Za trzy ksiazki, ktorych ceny tworza ciag
geometryczny, zaptacono 61 zt. Za pierwsza i
druga razem zaptacono o 11 zt wigcej niz za
trzecia. Ile zaptacono za trzecia ksiazke?

Zadanie 3.

Trzy liczby, ktorych suma wynosi 15, tworza ciag
arytmetyczny. Jezeli do pierwszej z nich dodamy
2, do drugiej 3, a do trzeciej 8, to otrzymane liczby
utworza ciag geometryczny. Znajdz te liczby.

Zadanie 4.

Zadanie 1.

Udowodnij, ze trzy liczby a, b, ¢
tworzace ciag geometryczny spetniaja
warunek:
(a+b+c)a—b+c)=a’+b’+c

Zadanie 2.

Wykaz, ze jesli Sy, Son, S3n 0znaczaja
odpowiednio sumg n, 2n, 3n
poczatkowych wyrazow ciagu
arytmetycznego (a,), to

S3n = 3(S2n - Sn)
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Zadanie 3.
Pitka odbijajac si¢ od ziemi, osiagngla za kazdym

2 .
razem wysokos$¢ wynoszaca 3 poprzedniej. Jak

wysoko wzniosta si¢ pitka po pierwszym
uderzeniu, jesli po szostym odbita sig¢ na wysoko$¢
32 cm?

Zadanie 4.

Pan X umoéwit si¢ z panem Y, ze bgdzie mu
wyplacat codziennie przez trzy tygodnie pieniadze,
przy czym pierwszego dnia 10 zi, drugiego 20 zt,
trzeciego 30 zl, czwartego 40 zt itd. W zamian pan
Y wyplaci mu pierwszego dnia 1 grosz, drugiego 2
grosze, trzeciego 4 grosze, czwartego 8 groszy itd.
Ktory z pandw zyska na tej umowie i ile?

Zadanie 5.

Pan Kowalczyk ztozyt do banku 2500 zt na cztery
lata na procent sktadany. Jaka kwote bedzie miat
na koncie po tym okresie, jesli oprocentowanie w
banku wynosi 10% w skali roku, a odsetki
kapitalizuje si¢ co 6 miesigcy?

Rozwiaz réwnanie:
x+D)+x+4)+x+7)+..+(x+28)=155.

12. Trygonometria

Tematyka zajec:

e Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym.

e Miara lukowa kata.
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e Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata.
e Podstawowe tozsamosci trygonometryczne.
e Wykresy funkcji trygonometrycznych.
e Rownania i nierdwnosci trygonometryczne.
Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:

—potrafi obliczy¢ warto$ci funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie
prostokatnym o danych dtugosciach bokow;

—potrafi znalez¢ w tablicach kat o danej wartos$ci
funkcji trygonometrycznej;

—potrafi odczytac z tablic warto$ci funkcji
trygonometrycznych danego kata;

—zna wartosci funkcji trygonometrycznych katow
o miarach 30°, 45°, 60°;

—potrafi oblicza¢ wartosci wyrazen zawierajacych
funkcje trygonometryczne katow o miarach 30°,
45°, 60°;

—potrafi obliczy¢ wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego, gdy dana jest
jedna z nich;

—zna i potrafi stosowa¢ podstawowe tozsamosci
trygonometryczne:

sin’aL + cos”o = 1, tgoL = sma ,
cos o
tga-ctgo = 1;
—potrafi dowodzi¢ proste tozsamosci
trygonometryczne;

—zna definicje funkcji trygonometrycznych
dowolnego kata;

—potrafi okres$li¢ znaki funkcji
trygonometrycznych w poszczegdlnych
¢wiartkach uktadu wspotrzednych;

—potrafi konstruowac katy w uktadzie
wspotrzednych w oparciu o wartosci funkcji
trygonometrycznych;

—potrafi wyznaczy¢ warto$ci pozostatych funkcji
trygonometrycznych dowolnego kata, gdy dana
jest wartos¢ jednej z nich;

—potrafi dowodzi¢ rozne tozsamosci
trygonometryczne;

—potrafi rysowaé wykresy funkcji
trygonometrycznych i na ich podstawie okresla¢
wiasnosci funkcji trygonometrycznych;

—potrafi rozwiazywacé proste rOwnania i
nier6wnosci trygonometryczne na podstawie
wykresow funkcji trygonometrycznych;

—potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
trygonometrycznych (symetria wzgledem osi
OX, symetria wzgledem osi OY, symetria
wzgledem punktu O(0, 0), przesunigcie

—potrafi rozwigzywac zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci,
wymagajace niekonwencjonalnych
pomystow i metod.
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—potrafi rozwiazywac trojkaty prostokatne;

—potrafi rozwiazywac proste zadania
geometryczne z wykorzystaniem funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie
prostokatnym;

—potrafi stosowaé miarg tukowa i stopniowa kata
(zamienia¢ stopnie na radiany i odwrotnie).

rownolegle o wektor) oraz napisa¢ wzor funkcji,
ktérej wykres otrzymano w danym
przeksztalceniu.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
a) Oblicz warto$¢ wyrazenia:
sin30° - cos 60 ° + tg 45° - ctg 30°.

b) Zamien na stopnie: %n rad, 57 rad.

¢) Zamien na radiany: 150°, 36°.

Zadanie 2.

W trjkacie prostokatnym ABC dane sa: dlugos¢

przeciwprostokatnej [BC| = V146 cm oraz dhugos¢

przyprostokatnej |[AB| =5 cm.

a) Oblicz dtugo$¢ drugiej przyprostokatne;.

b) Oblicz miary katéw ostrych trojkata
(skorzystaj z tablic wartos$ci funkc;ji
trygonometrycznych).

¢) Oblicz dtugos$¢ wysokosci trojkata
poprowadzonej na przeciwprostokatna oraz
cosinus kata jaki tworzy ta wysoko$¢ z krotsza
przyprostokatna.

Zadanie 3.

Zadanie 1.
a) Zbuduyj kat o mierze o takiej, ze

4
cosQL=— —.
5

b) Wyznacz pozostate wartosci funkcji
trygonometrycznych kata o.

Zadanie 2.

) .. 1 )
Wiedzac, ze sino. + coso = T , oblicz
2

sin‘au + cos’aL.

Zadanie 3.
Na podstawie wykresow odpowiednich funkcji
trygonometrycznych:

V2

a) Rozwiaz rOwnanie cosol = — -

L, ] : 3.,
b) Rozwiaz nierdwnos¢ — 5 <sino < - jeshi

a € (-, 2m).

Zadanie 1.
Wykaz, ze rOwnanie

sin X = 2 sin48° - cos42°
nie ma rozwigzan.
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Kat wzniesienia wiezy, zmierzony w odleglosci
80m od jej podstawy, ma miarg 48°. Jaka
wysokos$¢ ma wieza?

Zadanie 4.
Wyznacz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego o wiedzac, ze

tgot =
3
Zadanie 5.
Sprawdz, czy réwnos¢
cosa+tgor 1

—— Jest tozsamoscia

sinotcosol  sinOl  €cos” O
trygonometryczna.

Zadanie 4.

Balon wznosi si¢ pionowo. W chwili, gdy
znajduje si¢ on na wysoko$ci h metrow nad
ziemia, osoba lecaca balonem mierzy kat depres;ji
o, przedmiotu znajdujacego si¢ na ziemi. Po
uptywie t sekund powtarza pomiar i otrzymuje kat
B. Z jaka $rednia predkos$cia v wznosi si¢ balon?

13. Podstawowe wlasnosci figur geometrycznych na plaszczyznie, cz.1

Tematyka zajec:

Pojecie odlegtosci.
Katy.

L amana, wielokat.

Trojkaty — podziat, wlasnosci.
Srodkowe trojkata.
Przystawanie trojkatow.

Potozenie prostych na ptaszczyznie.

Punkty, proste, potproste, odcinki, figury wypukte, figury wkleste.

Figury ograniczone, figury nieograniczone.
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Nierownos$¢ trojkata.

Suma katow w trojkacie.
Symetralne bokow w trojkacie.
Dwusieczne katow w trojkacie.
Wysokosci w trojkacie.

Zaleznosci migdzy bokami 1 katami w trojkacie.

Twierdzenie o dwdch prostych rownolegtych przecigtych trzecia prosta.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopelniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna figury podstawowe (punkt, prosta,
ptaszczyzna, przestrzen) i potrafi zapisac relacje
migdzy nimi;

—zna pojecie figury wypuklej i wklgstej; potrafi
poda¢ przyktady takich figur;

—zna pojecie figury ograniczonej i figury
nieograniczonej, potrafi poda¢ przyktady takich
figur;

—rozumie poj¢cie odlegtosci, umie wyznaczy¢
odleglos¢ dwoch punktow, punktu od proste;j,
dwoch prostych rownoleglych;

—zna okreslenie kata i podzial katow ze wzgledu
na ich miarg;

—zna pojecie katéw przyleglych i katéw
wierzchotkowych oraz potrafi zastosowaé
wlasnosci tych katow w rozwiazaniu prostych
zadan;

—umie okresli¢ potozenie prostych na
ptaszczyznie;

Uczen:

—zna twierdzenia o zalezno$ciach migdzy katami 1
bokami w trojkacie;

—zna pojecie kata zewngtrznego wielokata, umie
uzasadnié, ze suma katow zewngtrznych w
wielokacie jest stala;

—zna i umie zastosowa¢ w zadaniach wlasnos¢
wysokos$ci w trojkacie prostokatnym
poprowadzonej na przeciwprostokatna;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o czgs$ci wspolnej
figur wypuktych;

—potrafi udowodnic¢ twierdzenie o dwusiecznych
katow przyleglych;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o liczbie
przekatnych w wielokacie;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o odcinku
taczacym srodki bokow w trojkacie;

—potrafi uzasadnié, ze symetralna odcinka jest
zbiorem punktéw plaszczyzny réwnoodlegtych
od koncow odcinka;

Uczen:

—zna i rozumie aksjomatyczna
definicj¢ odlegtosci. Zna przyktady
metryk nieeuklidesowych;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o
srodkowych w trojkacie;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia
mowiace o zaleznosciach migdzy
katami i bokami w tréjkacie;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia o
dwoch prostych przecigtych trzecia
prosta;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o
wysokosciach w trojkacie;

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania o podwyzszonym stopniu
trudnos$ci dotyczace odcinkow,
prostych, potprostych, katow i
trojkatow, w tym z zastosowaniem
poznanych twierdzen.
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—zna pojecie dwusiecznej kata i symetralne;j —potrafi udowodnic¢ twierdzenie o sumie katow w

odcinka, potrafi zastosowac wlasnosé trojkacie (wielokacie);
dwusiecznej oraz symetralne odcinka w —potrafi udowodni¢ twierdzenia o symetralnych
rozwigzaniu prostych zadan, a takze bokoéw 1 dwusiecznych katow w trdjkacie;
skonstruowac¢ dwusieczna danego kata i — potrafi rozwiazywac zadania o $rednim stopniu
symetralng danego odcinka; trudnosci dotyczace odcinkdw, prostych,

—zna okre$lenie tamanej, umie stwierdzi¢, czy potprostych, katow 1 trojkatow, z zastosowaniem
dana figura zbudowana z odcinkdw jest famana; poznanych twierdzen.

—zna okres$lenie wielokata 1 przekatnej wielokata,
umie zastosowac¢ wzor na liczbg przekatnych
wielokata;

—zna pojecie wielokata foremnego i potrafi
rozroznié takie wielokaty;

—zna podziat trojkatow ze wzgledu na boki i katy;

—zna twierdzenie Pitagorasa i umie je zastosowaé
W rozwiazywaniu prostych zadan;

—zna twierdzenia: o srodkowych w trojkacie, o
odcinku taczacym $rodki dwoch bokéw w
trojkacie 1 o sumie katow w trojkacie oraz potrafi
zastosowac te twierdzenia w rozwigzaniu
prostych zadan;

—zna pojecie $rodka cigzkosci trojkata;

—zna twierdzenie o symetralnych bokow w
trojkacie;

—zna twierdzenie o dwusiecznych katéw w
trojkacie;

—zna trzy cechy przystawania trojkatow i potrafi je
zastosowac w rozwiazaniu prostych zadan.

Przykladowe zadania

Zadanie 1. | Zadanie 1.

| Zadanie 1.

44




Punkt C dzieli odcinek AB dlugosci 24 cm na dwa
odcinki, ktérych stosunek dtugosci jest rowny 6 : 2.
Jaka jest dlugo$¢ kazdego z odcinkow?

Zadanie 2.
Réznica miar dwoch katoéw przylegtych wynosi
21°. Oblicz miary tych katow.

Zadanie 3.

Na ptaszczyznie dane sa punkty: A, B, P, Q przy
czym A # B, |AP| = V12 cm, |IBP|=3 V2 cm,
|AQ| = ‘%9 cm, |IBQ| =5,(4) cm. Sprawdz, czy
punkty P, Q naleza do symetralnej odcinka AB. Z
jakiej wlasnos$ci symetralnej skorzystasz?

Zadanie 4.

Wielkos¢ telewizora wyraza si¢ dlugos$cia
przekatnej ekranu mierzonej w calach (1 cal = 2,54
cm). Oblicz, ile cali ma telewizor, ktérego wymiary
ekranu wynosza 42 cm na 31,5 cm. Wynik podaj z
doktadnoscia do 1 cala.

Zadanie 5.
Czy ponizsze trojkaty sa przystajace? Odpowiedz
uzasadnij.

Dhugosci odcinkow AB, AC, BC, BD i CD
spetniaja warunki: |AB| = |AC| + |BC]| oraz |BC| +
IBD| = |CD|. Uzasadnij, ze punkty A, B, C, D leza
na jednej prostej.

Zadanie 2.

Dwa boki trojkata maja dtugos¢ 1 cmi4 cm.
Oblicz obwdd tego trojkata, jezeli wiadomo, ze
dhugos¢ trzeciego boku wyraza sig liczba naturalna.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze w trojkacie rownoramiennym
dwusieczne katow przy podstawie sa rownej
dhugosci.

Zadanie 4.

W trojkacie prostokatnym ABC przedtuzono
przeciwprostokatna AB i1 obrano na przedtuzeniach
punkty D i E tak, ze |AD| = |AC| oraz |BE| = |BC|.
Oblicz miar¢ kata DCE.

W trdjkacie rownoramiennym
wysoko$¢ opuszczona na podstawg jest
réwna odcinkowi, ktory taczy srodek
podstawy ze §rodkiem ramienia.
Podstawa trojkata ma dlugos¢ a. Jaka
dhugo$¢ ma wysoko$¢ opuszczona na
podstawe?

Zadanie 2.

Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokdéw
w dowolnym trojkacie. Uzasadnij, ze
prawdziwa jest nierdwnos¢

a’ +b”> + ¢* < 2(ab + be + ca).
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14. Podstawowe wlasnosci figur geometrycznych na plaszczyznie, cz.2

Tematyka zajec:

Koto i okrag.

Wzajemne potozenie prostej 1 okregu.
Wzajemne polozenie dwoch okrggow.

Katy w kole (katy wpisane, katy srodkowe).

Kat dopisany do okregu.

Czworokaty.

e Trapezy.

e  Rownolegloboki.

e  Trapezoidy.

Wielokaty wpisane w okrag 1 opisane na okrggu.

e Trojkaty wpisane w okrag i opisane na okregu.
e (Czworokaty wpisane w okrag 1 opisane na okregu.
Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:
—zna definicj¢ kota i okrggu, poprawnie postuguje | —umie udowodni¢ twierdzenie o odcinkach —umie udowodni¢ twierdzenia o katach
si¢ terminami: promien, Srednica, tuk, srodek stycznych; srodkowych 1 wpisanych;
okregu; —wie co to jest kat dopisany do okregu, wie, ze —umie udowodni¢ twierdzenie o kacie
—potrafi okresli¢ wzajemne polozenie prostej i miara tego kata jest rOwna mierze kata wpisanego | dopisanym do okrggu;
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okregu;

—zna okreslenie stycznej do okrggu; potrafi
skonstruowac styczna do okregu, przechodzaca
przez punkt lezacy w odlegltosci wigkszej od
srodka okregu niz dtugo$¢ promienia okrggu;
potrafi skonstruowac styczna do okrggu
przechodzaca przez punkt lezacy na okrggu;

—zna twierdzenie o stycznej do okregu i potrafi je
wykorzysta¢ w rozwiazywaniu prostych zadan;

—zna twierdzenie o odcinkach stycznych 1 potrafi je
stosowac w rozwigzywaniu prostych zadan;

—umie okresli¢ wzajemne potozenie dwoch
okregow;

—postuguje si¢ terminami: kat wpisany w koto, kat
srodkowy kota; zna twierdzenia dotyczace katow
wpisanych 1 sSrodkowych i umie je zastosowacé w
rozwiazywaniu prostych zadan;

—zna podziat czworokatow;

—potrafi wyrdzni¢ wérdd trapezow: trapezy
prostokatne 1 trapezy rOwnoramienne; poprawnie
postuguje si¢ takimi okre§leniami jak: podstawa,
ramig, wysoko$¢ trapezu;

—wie, ze suma katow przy kazdym ramieniu
trapezu jest rowna 180° i umie t¢ wtasnos¢
wykorzysta¢ w rozwiazywaniu prostych zadan;

—zna twierdzenie o odcinku taczacym $rodki
ramion trapezu i umie zastosowac je w
rozwigzywaniu prostych zadan;

—potrafi rozwiazywac proste zadania dotyczace
wlasnosci trapezow, w tym rowniez z
wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

— zna podstawowe wlasnos$ci rownolegltobokow i

w okrag opartego na tym samym tuku;

—umie na podstawie wlasnosci czworokata
podanych w zadaniu wywnioskowac, jaki to jest
czworokat;

—potrafi rozwiazywaé zadania o $rednim stopniu
trudnos$ci dotyczace okregdw, stycznych, katow
srodkowych, wpisanych i dopisanych, z
zastosowaniem poznanych twierdzen;

—umie udowodni¢ twierdzenie o odcinku taczacym
srodki ramion trapezu;

—potrafi rozwiazywaé zadania o $rednim stopniu
trudnos$ci dotyczace czworokatéw, w tym
trapezow i1 rownoleglobokows;

—potrafi rozwiazywaé zadania o $rednim stopniu
trudnos$ci dotyczace okregdw wpisanych w trojkat
1 opisanych na trgjkacie;

—potrafi zastosowac twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat i okregu opisanym na
czworokacie w rozwigzaniu zlozonych zadan o
$rednim stopniu trudnosci;

—potrafi zastosowac¢ twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat 1 okrggu opisanym na
czworokacie do rozwiazania zadan o $rednim
stopniu trudnos$ci dotyczacych trapezéw
wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

—umie udowodni¢ twierdzenia o
okregu wpisanym w czworokat i
okrggu opisanym na czworokacie;

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania o podwyzszonym stopniu
trudnos$ci dotyczace okrggdw,

czworokatow, wielokatéw wpisanych
w okrag 1 opisanych na okrggu, w tym

z zastosowaniem poznanych
twierdzen.
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umie je stosowac¢ w rozwigzywaniu prostych
zadan;

—wie, jakie wlasnos$ci ma romb;

—zna wlasnosci prostokata i kwadratu;

—wie, co to sa trapezoidy, potrafi poda¢ przyktady
takich figur;

—wie, czym charakteryzuje sig deltoid;

—rozumie co to znaczy, ze wielokat jest wpisany w
okrag, wielokat jest opisany na okregu;

—potrafi konstrukcyjnie wpisa¢ okrag w dowolny
trojkat;

—potrafi konstrukcyjnie opisa¢ okrag na dowolnym
trojkacie;

—wie, gdzie znajduje si¢ Srodek okrggu opisanego
na trojkacie prostokatnym;

—potrafi rozwiazywac proste zadania dotyczace
trojkatow wpisanych w okrag i opisanych na
okregu;

—zna warunki jakie spetnia¢ musi czworokat, aby
mozna bylo okrag wpisa¢ w czworokat oraz aby
mozna bylo okrag opisa¢ na czworokacie; potrafi
zastosowac te warunki w rozwiazywaniu prostych
zadan;

—potrafi wymieni¢ nazwy czworokatow, w ktore
mozna wpisa¢ 1 nazwy czworokatow na ktorych
mozna opisac¢ okrag;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania dotyczace
trapezOw wpisanych w okrag i opisanych na
okregu, w tym rowniez z wykorzystaniem
wczesniej poznanych wlasnosci trapezu.
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Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Miara kata utworzonego przez dwa promienie
okregu wynosi 146°. Oblicz miarg kata, ktory
tworza styczne poprowadzone przez konce tych
promieni.

Zadanie 2.
Wyznacz miary katéw trojkata ABC.

Zadanie 3.

Réznica miar katow przeciwlegtych trapezu
réwnoramiennego wynosi 20°. Oblicz miary katow
trapezu.

Zadanie 4.

Z kawatka materiatu w ksztalcie trapezu
prostokatnego o podstawach dhugosci 1,2 mi 0,4 m
oraz wysokos$ci 1,5 m wycigto choragiewke w
ksztatcie trojkata rownoramiennego, ktorego
podstawa jest dluzsze ramig trapezu, a jeden z
wierzchotkéw nalezy do krétszego ramienia
trapezu.

a) Wyznacz dhugosci odcinkow, na jakie ten

Zadanie 1.

Do danego okrggu poprowadzono styczna tak, ze
konce A i B $rednicy AB tego okregu sa odlegte od
stycznej 0 25 cm 1 15 cm. Oblicz dtugos¢ $rednicy
AB.

Zadanie 2.

Uzasadnij, ze odcinek taczacy $rodki przekatnych
dowolnego trapezu jest rownolegly do podstaw i
jego dhugos¢ jest rowna poltowie réznicy dlugosci
podstaw.

Zadanie 3.

W czworokacie ABCD potaczono $rodki bokéw i
otrzymano prostokat. Czy mozna twierdzié, ze
ABCD jest rombem? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4.
W trapez ABCD, AB || CD, wpisano okrag o
srodku O. Uzasadnij, ze | £ZBOC| = 90°.

Zadanie 1.

W czworokacie wpisanym w okrag
prowadzimy dwusieczne dwoch
przeciwlegtych katow, przecinajace
okrag w punktach E, F. Wykaz, ze
odcinek EF jest srednica tego okregu.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze w dowolnym
czworokacie odcinki taczace srodki
przeciwlegtych bokow dziela si¢ w
punkcie przecigcia na polowy.
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wierzchotek podzielit krotsze ramig trapezu.
b) Oblicz dlugosci bokdéw choragiewki.
Wyniki podaj z doktadnoscia do 0,01 m.

Zadanie 5.
Oblicz miary katéw czworokata ABCD wpisanego
w okrag, wiedzac, ze |ZC|=4|/A|1|£B|=2|£D,|.

15. Pola figur
Tematyka zajec:

e Pole figury geometryczne;.
e Pole trojkata.
e Pole czworokata.
e Pole réwnolegtoboku.
e Pole rombu.
e Pole trapezu.
e Pole kota.
e Pole wycinka kota.
e Dhugos¢ okregu, dlugos¢ tuku okregu.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—rozumie pojecie pola figury;

— zna nastgpujace wzory na pole trojkata:
1 abc

P=—ah, P= l a-b-siny, P= — P= lp-r,
2 2 4R 2

Uczen:

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na pole trojkata;

—potrafi wyprowadzi¢ wzor na pole
réwnolegtoboku;

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na pole rombu;

Uczen:

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania geometryczne o
podwyzszonym stopniu trudnos$ci z
wykorzystaniem wzordéw na pola
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P=Jp(p-a)p-bXp—c), wdziep= T2

—potrafi rozwiazywac proste zadania
geometryczne dotyczace trojkatow,
wykorzystujac wzory na pole trojkata 1 poznane
wcezesniej twierdzenia;

— Potrafi zastosowa¢ wzory na pole kwadratu 1
prostokata w rozwiazaniach prostych zadan;

—zna wzory na pole réwnolegtoboku; potrafi
rozwiazywac proste zadania geometryczne
dotyczace réwnolegltobokow, wykorzystujac
wzOr na jego pole i poznane wczesniej
twierdzenia;

—potrafi obliczy¢ wysoko$¢ trojkata 1
réwnolegltoboku korzystajac ze wzoru na pole;

—zna wzory na pole rombu; potrafi rozwiazywac
proste zadania geometryczne dotyczace rombow,
wykorzystujac wzory na jego pole 1 poznane
wcezesniej twierdzenia;

—zna wz0r na pole trapezu; potrafi rozwiazywac
proste zadania geometryczne dotyczace
trapezow, wykorzystujac wzor na jego pole i
poznane wczesniej twierdzenia;

—potrafi rozwiazywac proste zadania
geometryczne dotyczace wielokatow (trojkatow,
czworokatow) wykorzystujac wzory na ich pola i
poznane wczesniej twierdzenia, w szczegdlnosci
twierdzenie Pitagorasa oraz twierdzenia
dotyczacego wpisywalnosci okregu w czworokat
1 twierdzenia dotyczacego opisywalnosci okregu
na czworokacie;

—zna wzOr na pole kota i pole wycinka kota; umie

—potrafi wyprowadzi¢ wzor na pole trapezu;

—potrafi rozwigzywac zadania geometryczne o
$rednim stopniu trudnosci, wykorzystujac wzory
na pola trojkatow 1 czworokatow, w tym rowniez
z wykorzystaniem poznanych wczes$niej
twierdzen.

figur i innych twierdzen.
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zastosowac te wzory w rozwiazaniach prostych
zadan;

—zna wzor na dlugos¢ okregu i dlugosc tuku
okregu; umie zastosowaé te wzory w
rozwigzaniach prostych zadan.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Z kawalka trojkatnego materiatu o obwodzie 1,12

m i polu 504 cm” wycigto koto, styczne do bokow
tego trojkata. Oblicz dtugos$¢ promienia wycigtego
kota.

Zadanie 2.

Boki trojkata maja dlugosé 21 cm, 17 cm, 10 cm.
Oblicz:

a) pole trojkata;

b) dlugos¢ promienia okrggu wpisanego w ten
trojkat;

¢) dhugos¢ promienia okrggu opisanego na tym
trojkacie.

Zadanie 3.

W tréjkacie, ktérego pole jest rowne 27 cm?’, dwa
boki maja dtugos$¢ 18 cm i1 6 cm. Jaka miarg ma kat
zawarty migdzy tymi bokami?

Zadanie 4.
Na okrggu o promieniu 3 cm opisano trapez,
ktorego katy przy dhuzszej podstawie maja miary

Zadanie 1.

Oblicz pole roéwnolegloboku, ktdrego przekatne
dhugosci 13 cm 1 8 cm przecinaja si¢ pod katem
60°.

Zadanie 2.

Przekatne rombu maja dtugos$¢ 10 cm i 24 cm.
Oblicz sinus kata ostrego tego rombu i na tej
podstawie ustal, czy kat ostry rombu ma miar¢
wigksza od 45°, czy mniejsza.

Zadanie 3.

Na okrggu, ktorego dtugos¢ promienia wynosi 2
cm, opisano trapez rownoramienny o polu 20 cm?.
Oblicz dlugosci bokéw trapezu.

Zadanie 4.

Romb o boku dtugosci 18 cm podzielono na trzy
czgsci o rownych polach prostymi przechodzacymi
przez wierzchotek kata ostrego. Oblicz dtugosci
odcinkow, na jakie te proste podzielity boki rombu.

Zadanie 1.

Trojkat ABC ma pole rowne S.
Utworzono nowy trojkat A'B’C’ w taki
sposob, ze A" = Sg(A), B’=Sc(B) i
C’ = SA(C). Oblicz pole trojkata
A'B’C’.

Zadanie 2.

W trojkacie poprowadzono srodkowe,
ktére podzielity dany trojkat na szesé
mniejszych trojkatow. Wykaz, ze pola
powstatych trojkatéw sa rowne.
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30° 1 60°. Oblicz pole trapezu.

Zadanie 5.

Kat wpisany w koto ma miarg 45° i jest oparty na
tuku dtugosci 3 cm. Oblicz pole wycinka kota
wyznaczonego przez ten sam luk.

16. Twierdzenie Talesa
Tematyka zajec:

e Twierdzenie Talesa.
e Whnioski z twierdzenia Talesa.

e Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna twierdzenie Talesa ; potrafi je stosowa¢ do
podzialu odcinka w danym stosunku, do
konstrukcji odcinka o danej dtugosci, do
wyznaczania dlugosci odcinka;

—zna twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa i
potrafi je stosowac do uzasadnienia
réwnolegtosci odpowiednich odcinkéw lub
prostych;

—zna wnioski z twierdzenia Talesa i potrafi je
stosowac w rozwiazaniach prostych zadan;

—potrafi rozwigzywac proste zadania

Uczen:

—umie udowodni¢ twierdzenie Talesa, twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Talesa;

—potrafi rozwigzywac zadania geometryczne o
$rednim stopniu trudnosci z zastosowaniem
twierdzenia Talesa, twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa, oraz innych twierdzen.
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geometryczne wykorzystujac: twierdzenie
Talesa, wnioski z niego wyplywajace,
twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Dany jest odcinek dtugosci a. Podziel ten odcinek
w stosunku:

a)2:3, b)1:42.

Zadanie 2.
Dane sa odcinki dlugosci a, b oraz c. Skonstruuj
odcinek dlugosci;

a) 220, by 32
3¢ V2b
Zadanie 3.

W tréjkacie ABC dane sa dlugosci bokow: |AB| =
12 cm, |BC| = 8 cm, |AC| = 10 cm. Punkt D dzieli
bok AB na takie dwa odcinki, ze

|AD| : [IDB| =3 : 5. Przez punkt D poprowadzono

prosta rownolegta do boku AC, ktora przeciglta bok

BC w punkcie E. Oblicz dtugosci odcinkéw: CE,
BE i DE.

Zadanie 4.

Zadanie 1.
Dany jest odcinek dtugosci a. Podziel ten odcinek

w stosunku \/g : \/7 )

Zadanie 2.
Dane sa odcinki dtugosci a, b, ¢ (a > +/3 b).

Skonstruuj odcinek dtugosci E\/ a’—3b”.
c

Zadanie 3.

W réwnoleglobok o przekatnych dlugosci 22 cm i
18 cm wpisano romb tak, ze jego boki sa
réwnolegle do przekatnych rownolegtoboku.
Oblicz dtugos¢ boku rombu.
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W trapezie ABCD, AB || CD, mamy dane: [AB| =
12 cm, |[CD| =7 cm, |AD| = 8 cm. O ile nalezy
wydtuzy¢ rami¢ AD, aby przeciglo si¢ z
przedtuzeniem ramienia BC?

17. Jednokladnos¢ i podobienstwo

Tematyka zajec:

e Jednokladnos¢.

e Konstruowanie obrazow figur w jednoktadnosci.

e Podobienstwo.

e Cechy podobienstwa trojkatow.

e Pola figur podobnych.

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace

Uczen: Uczen: Uczen:

—zna i rozumie definicj¢ podobienstwa;

—potrafi poda¢ przyktady figur podobnych;

—zna cechy podobienstwa trojkatow; potrafi je
stosowac w rozwiazaniach prostych zadan
geometrycznych, w tym rowniez z
wykorzystaniem wcze$niej poznanych twierdzen;

—zna twierdzenie o polach figur podobnych;
potrafi je stosowa¢ w rozwiazaniach prostych
zadan, w tym rowniez dotyczacych planu i mapy.

—zna i rozumie definicj¢ jednoktadnosci;

—potrafi znalez¢ obraz punktu, odcinka, prostej,
kata, wielokata, kota w jednoktadnos$ci o danym
srodku 1 danej skali;

—wie, jakim przeksztatceniem jest jednoktadnos¢ o
skali s = 11 skali s = —1;

—potrafi scharakteryzowa¢ jednoktadnos$¢ w
zaleznosci od skali s;

—potrafi zastosowac jednoktadnos¢ w
rozwigzaniach zadan dotyczacych wpisywania
jednych figur w drugie;

—potrafi, na ptaszczyznie z ukladem

—potrafi udowodni¢ wybrane
wlasno$ci jednoktadnosci;

—potrafi, na ptaszczyznie z uktadem
wspotrzednych, znalez¢ obraz figury
w jednoktadnosci o §rodku O(a, b) i
skali s # 0;

—umie udowodni¢ twierdzenie o
wysokosci w trojkacie prostokatnym
poprowadzonej na
przeciwprostokatna, wykorzystujac
podobienstwo trojkatow;

—potrafi rozwiazywac nietypowe
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wspotrzednych, znalez¢ obraz figury w
jednoktadnosci o §rodku O(0, 0) i skali s # 0;
—potrafi rozwiazywacé proste zadania dotyczace

jednoktadnosci;

—wie, jaki jest zwiazek migdzy jednoktadnoscia a
podobienstwem,;

—potrafi rozwiazywa¢ zadania geometryczne o
srednim stopniu, wykorzystujac cechy
podobienstwa trojkatéw, twierdzenie o polach
figur podobnych 1 inne , poznane wczesniej
twierdzenia.

zadania geometryczne o
podwyzszonym stopniu trudnos$ci z
wykorzystaniem wtasnosci
jednoktadnosci i podobienstwa i
innych twierdzen.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Czy ponizsze stwierdzenia sa prawdziwe?
Odpowiedz uzasadnij.

a) Dowolne dwa kwadraty sa podobne.

b) Dowolne dwa romby sa podobne.

¢) Dowolne dwa prostokaty sa podobne.
d) Dowolne dwa okregi sa podobne.

Zadanie 2.
Tréjkat rownoboczny jest podobny do trojkata
ABC w skali s = 3. Pole trojkata ABC jest rowne

43 cm?. Oblicz pole trojkata A'B’C”.

Zadanie 3.

Podstawy trapezu maja dlugo$¢ 12 cm 120 cm, a
wysoko$¢ 48 cm. Oblicz odlegtosci punktu
przecigcia przekatnych od podstaw trapezu.

Zadanie 1.
Na ptaszczyznie dane sa dwa punkty A1 A’
Znajdz taki punkt O, aby A’ = J7 (A).

Zadanie 2.

Znajdz obraz prostej, bedacej wykresem funkcji
y= %x — 3 w jednoktadnosci o skali s = % 1
srodku w punkcie O(0, 0).

Zadanie 3.

Na ptaszczyznie dany jest ostrokatny trojkat

roznoboczny ABC. Wpisz w ten trojkat kwadrat
KLMN tak, aby K, L € AB,M € BC, N € AC.

Zadanie 4.

Na okrggu zaznaczono kolejno punkty A, B, C, D i

Zadanie 1.

Niech ABCD bedzie dowolnym
czworokatem wypuktym. Utworzono
czworokat EFGH faczac kolejne srodki
bokéw czworokata ABCD. Wykaz, ze
powstaly czworokat jest
réwnolegtobokiem i jego pole jest
potowa pola czworokata ABCD.
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Zadanie 4.

W trojkacie rdwnoramiennym podstawa ma 16 cm
dtugosci, a rami¢ — 17 cm dlugosci. Oblicz
odlegltos¢ srodka wysoko$ci poprowadzonej na
podstawe trojkata od ramienia trojkata.

Zadanie 5.

Powierzchnia lasu na mapie zajmuje 200 cm®. Jaka
jest powierzchnia tego lasu w hektarach, jesli skala
mapy wynosi 1 : 25000.

narysowano dwie cigciwy AC 1 BD, ktore przecigly
si¢ w punkcie P. Wiedzac, ze |AC| = 24 cm, [PD| =
6 cm, |PB| =12 cm, oblicz |AP| 1 |PC|.

Zadanie 5.

W trapezie podstawy maja dlugos¢ 8 cm i 10 cm.
Oblicz dtugos¢ odcinka, o koncach nalezacych do
ramion trapezu, rownoleglego do podstaw,
przechodzacego przez punkt przecigcia
przekatnych.

18. Funkcje wykiladnicze i logarytmiczne

Tematyka zajec:

Funkcja wykiadnicza i jej wlasnosci.
Definicja logarytmu liczby dodatniej.
Wtasnosci logarytmow.

Funkcja logarytmiczna i jej wlasnosci.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna definicj¢ funkcji wyktadniczej;

—potrafi odrozni¢ funkcj¢ wyktadnicza od innych
funkcji;

—potrafi szkicowa¢ wykresy funkcji
wyktadniczych;

—potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji wyktadniczej na
podstawie jej wykresu,

Uczen:

— potrafi przeksztalca¢ wykresy funkcji
wyktadniczych (Sox, Soy, S(0,0), przesunigcie
réwnolegte o dany wektor);

— potrafi rozwiazywac graficznie proste rownania
oraz nieréwnosci z wykorzystaniem wykresu
funkcji wyktadnicze;j

— potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji

potrafi dowodzi¢ wiasnosci
logarytmow;

zna 1 potrafi stosowac¢ wzor na
zamiang podstawy logarytmu
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—potrafi obliczy¢ logarytm liczby dodatniej;

—zna i potrafi stosowa¢ wlasnosci logarytmow:
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu, logarytm
potegi o wyktadniku naturalnym

—zna definicj¢ funkcji logarytmicznej;

—potrafi odr6zni¢ funkcje logarytmiczna od innej
funkcji;

—potrafi szkicowaé wykresy funkcji
logarytmicznych;

—potrafi opisa¢ wtasnos$ci funkcji logarytmicznej
na podstawie jej wykresu;

logarytmicznych (Sox, Soy, S(0,0), przesunigcie
réwnolegte o dany wektor);
— potrafi rozwiazywac graficznie proste rGwnania
oraz nierOwnosci z wykorzystaniem wykresu
funkcji logarytmiczne;j
— potrafi sprawnie przeksztatca¢ wyrazenia
zawierajace logarytmy, stosujac poznane
twierdzenia o logarytmach

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Narysuj wykresy funkcji:

a) f(x)=3"

b) f(x)=logyx

1 na podstawie wykresu omow wiasnosci funkcji.

Zadanie 2.

Oblicz:

a) logy16,b) logsl, c) log, 49, d) log10"
7

Zadanie 3

Oblicz:

27

a) logs : , b) logs2 +logs32,

b) log, 324-2log, 6
3 3

Zadanie 4.

Zadanie 1.
Rozwiaz graficznie rownanie
31 =—2x"+4x

Zadanie 2.

Narysuj wykresy funkcji:
a) f(x)=1+ log,(x+3)
b) f(x)=—4""?

Zadanie 3.
Rozwiaz graficznie nierownos$¢:

1—10g1x>i
2

Zadanie 1.
Wiedzac, ze log142 = ailogs5 =b,
oblicz log;50.
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Oblicz x, jesli :
a) log81 =4; b)logx=-

[SSRRN)

19. Stereometria
Tematyka zajec:

Proste 1 ptaszczyzny w przestrzeni.
Kat miedzy prosta a ptaszczyzna.
Kat dwuscienny, kat wieloscienny.
Graniastostupy 1 ich siatki.
Ostrostupy 1 ich siatki.

Bryly obrotowe.

Objetosc¢ 1 pole powierzchni bryt.

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:
—potrafi okresli¢ potozenie dwoch plaszczyzn w | —zna 1 umie stosowaé twierdzenie o trzech —umie udowodni¢ wybrane
przestrzeni; prostopadtych; twierdzenia charakteryzujace

—potrafi okresli¢ potozenie prostej i ptaszczyzny w
przestrzenti;

—potrafi okresli¢ potozenie dwdch prostych w
przestrzeni;

—umie scharakteryzowac prostopadtos¢ prostej 1
ptaszczyzny;

—zna i rozumie okres$lenie kata trdjsciennego
(wielosciennego);

—umie znajdowac przekroje bryt;

—umie zaznacza¢ katy w brytach (np. kat migdzy
$cianami bocznymi ostrostupa);

—rozumie okres$lenie przekrdj wielo§cianu

potozenie prostych i1 ptaszczyzn w
przestrzeni;
—zna okreslenie 1 wlasnosci rzutu
rownoleglego na plaszczyzng;
—potrafi wykorzysta¢ wlasnosci rzutu
réwnoleglego na plaszczyzng w
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—umie scharakteryzowac prostopadtos¢ dwoch
plaszczyzn;

—rozumie pojgcie kata miedzy prosta i
ptaszczyzna;

—rozumie pojecie kata dwusciennego, poprawnie
postuguje si¢ terminem “kat liniowy kata
dwusciennego”;

—zna okreslenie graniastostupa; umie wskazac:
podstawy, §ciany boczne, krawgdzie podstaw,
krawedzie boczne, wysoko$¢, wierzchotki
graniastostupa;

—zna podziat graniastostupow;

—umie narysowac siatki graniastostupoéw prostych;

—zna okreslenie ostrostupa; umie wskazac:
podstawe, Sciany boczne, krawedzie podstaw,
krawedzie boczne, wysoko$¢, wierzchotki
ostrostupa;

—rozumie okreslenie przekrdj osiowy stozka i kat
rozwarcia stozka;

—zna podziat ostrostupow;

—umie narysowac siatki ostrostupoéw prostych;
—zna okres$lenie walca; umie wskaza¢: podstawy,
powierzchnig boczna, tworzaca, wysokos¢, o$

obrotu walca;

—rozumie okreslenie przekrodj osiowy walca;
—zna okreslenie stozka; umie wskazac¢: podstawe,
powierzchnig boczna, tworzaca, wysokos¢, o$

obrotu, wierzcholek stozka;

—zna okreslenie kuli;

—rozumie pojecie objgtosci bryty;

—umie oblicza¢ objgtos¢ i pole powierzchni

(przekrdj bryty obrotowej); potrafi je stosowa¢ w
rozwigzaniach zadan o $rednim stopniu
trudnosci;

—zna i umie stosowac twierdzenia
charakteryzujace ostrostup prosty i prawidtowy;

—rozumie, co to znaczy, ze graniastostup jest
wpisany w walec lub opisany na walcu;

—rozumie, co to znaczy, ze kula jest wpisana w
wielo$cian (walec, stozek) lub opisana na
wielo$cianie (walcu, stozku);

—potrafi rozwiazywaé zadania geometryczne
dotyczace bryt o srednim stopniu trudnosci, z

wykorzystaniem wczesniej poznanych twierdzen.

rysowaniu figur ptaskich;

—zna okreslenie rzutu prostokatnego na
plaszczyzng i potrafi go stosowac np.
w okreslaniu odleglosci miedzy
dwiema ptaszczyznami réwnolegtymi
lub w okresleniu kata miedzy prosta a
pltaszczyzna;

—umie udowodni¢ twierdzenie o
przekatnych rownolegloscianu;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia
charakteryzujace ostrostup prosty i
prawidtowy;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o
trzech prostopadtych;

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania geometryczne dotyczace bryt
0 podwyzszonym stopniu trudnosci, z
wykorzystaniem poznanych
twierdzen.
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poznanych graniastostupow;

—umie oblicza¢ objgtos¢ i pole powierzchni
poznanych ostrostupéw prawidtowych;

—umie oblicza¢ objetos¢ 1 pole powierzchni bryt
obrotowych (stozka, kuli, walca);

—potrafi rozwiazywacé proste zadania
geometryczne dotyczace bryl, w tym z
wykorzystaniem trygonometrii 1 poznanych
wczesniej twierdzen.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

W graniastostupie prawidlowym czworokatnym
suma dtugosci jego krawedzi jest rowna 68 cm, a
pole powierzchni catkowitej 190 cm®. Oblicz
dtugos¢ krawedzi graniastostupa.

Zadanie 2.
W ostrostupie prawidtowym szesciokatnym o

wysokosci 2 3 cm, $ciana boczna jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem o = g .

Oblicz objetos¢ 1 pole powierzchni boczne;j
ostrostupa.

Zadanie 3.

Znajdz pole powierzchni catkowitej walca, ktorego
pole powierzchni bocznej jest réwne Py, 1 ktorego
przekrojem osiowym jest kwadrat.

Zadanie 1.

Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny o
przyprostokatnych dtugosci 6 cm i 8 cm.
Wszystkie krawgdzie boczne maja dtugos¢ 10 cm.
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 2.

W graniastostup prawidlowy trdjkatny wpisano
kulg. Oblicz stosunek obje¢tosci kuli do objetosci
graniastostupa oraz stosunek pola powierzchni kuli
do pola powierzchni catkowitej graniastostupa.

Zadanie 3.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego
trojkatnego ma 6 cm dlugosci, a wysokosé
graniastostupa ma 3 V2 em dhugosci. Wyznacz
miarg kata migdzy przekatna $ciany bocznej a
plaszczyzna sasiedniej $ciany bocznej.

Zadanie 1.

W graniastostupie o podstawie
trojkatnej taczymy wierzchotki jednej
podstawy ze srodkami przeciwleglych
krawedzi drugiej podstawy. Wykaz, ze
te trzy odcinki przecinaja si¢ w jednym
punkcie, ktéry dzieli je w stosunku
1:2.

Zadanie 2.

Trojkat rownoramienny o obwodzie
dhugosci k 1 kacie przy wierzchotku a,
obraca si¢ wokot podstawy. Oblicz
obje¢tos¢ powstaltej bryty.
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20. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa
Tematyka zajec:

e Kombinatoryka.
e  Permutacje.
e  Wariacje z powtdrzeniami.
e  Wariacje bez powtorzen.
e Kombinacje.
e Rachunek prawdopodobienstwa.

e  Doswiadczenia losowe; zdarzenia elementarne, przestrzen zdarzen elementarnych; zdarzenie.
e  Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa.
e  Wiasnosci prawdopodobienstwa.
e Rozwiazywanie zadan z zastosowaniem wilasno$ci prawdopodobienstwa.
e Klasyczna definicja prawdopodobienstwa.
e Rozwiazywanie zadan z zastosowaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa.
Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:
—zna pojgcie permutacji i umie stosowa¢ wzér na | —umie uzasadni¢ wzory na liczbg permutacji, —umie stosowac¢ wiasnosci
liczbe permutac;ji; wariacji (z powtorzeniami i bez) oraz prawdopodobienstwa do
—zna pojgcie wariacji z powtdrzeniami i bez kombinacji; rozwiazywania zadan
powtdrzen i umie stosowaé wzory na liczbe —umie rozwiazywaé zadania kombinatoryczne o “teoretycznych”;
takich wariacji; srednim stopniu trudnosci; — potrafi rozwiazywac nietypowe
—zna pojecie kombinacji i umie stosowa¢ wzor na | —umie udowodni¢ twierdzenie méwiace o zadania dotyczace kombinatoryki i
liczbg kombinacji; wlasnosciach prawdopodobienstwa; rachunku prawdopodobienstwa o
podwyzszonym stopniu trudnosci, z

62




—umie rozwiazywac proste zadania
kombinatoryczne z zastosowaniem poznanych
WZOrow;

—zna terminy: do§wiadczenie losowe, zdarzenie
elementarne, przestrzen zdarzen elementarnych,
zdarzenie, zdarzenie pewne, zdarzenie
niemozliwe, zdarzenia wykluczajace sig;

—zna i rozumie aksjomatyczna definicjg
prawdopodobienstwa;

—zna wlasnos$ci prawdopodobienstwa 1 umie je
stosowa¢ w rozwigzaniach prostych zadan;

—umie okresli¢ (skonczona) przestrzen zdarzen
elementarnych danego dos§wiadczenia losowego i
obliczy¢ jej moc;

—umie okresli¢ jakie zdarzenia elementarne
sprzyjaja danemu zdarzeniu;

—zna i umie stosowac klasyczna definicj¢
prawdopodobienstwa;

—umie rozwiazywac zadania dotyczace rachunku
prawdopodobienstwa o §rednim stopniu
trudnosci, z wykorzystaniem wczesniej
poznanych twierdzen.

wykorzystaniem poznanych
twierdzen.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych takich, w
ktoérych:

a) cyfry nie moga si¢ powtarzac,

b) cyfry moga si¢ powtarzac?

Zadanie 2.

Z grupy 6 kobiet 1 8 mgzczyzn wybieramy losowo
cztery osoby. Ile jest takich sposobow wyboru, aby
wsrdéd wybranych osob:

a) byly same kobiety,

Zadanie 1.

W przedziale wagonu kolejowego sa ustawione
naprzeciw siebie dwie tawki. Kazda ma 5
numerowanych miejsc. Do przedziatu weszto piec¢
0sob. Trzy osoby siadly na jednej fawce, pozostate
— na drugiej, naprzeciwko dwoch osob z pierwszej
fawki. Ile jest takich rozmieszczen osob w
przedziale?

Zadanie 2.
Wielokat wypukly ma n wierzchotkéw, sposrod

Zadanie 1.

Wiadomo, ze P(ANB’) = P(B'nA),
P(AUB) =0,75, P(AnB) = 0,25.
Oblicz P(B), P(A — B).

Zadanie 2.

Ze zbioru {1, 2, ..., n} tworzymy
wszystkie trojwyrazowe ciagi o
wyrazach nalezacych do tego zbioru.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wybrany losowo jeden taki ciag bedzie
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b) byty dwie kobiety i dwoch mezczyzn?

Zadanie 3.

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

a) suma oczek jest rowna 7,

b) na przynajmniej jednej z kostek wypadta liczba
oczek wigksza od 4.

Zadanie 4.

Szescian pomalowano, a nastgpnie rozcigto na
1000 jednakowych sze$cianikow, ktore wrzucono
do pudetka i wymieszano. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania z tego pudetka
jednego szescianika, ktory:

a) bedzie miat dwie Sciany pomalowane,

b) bedzie miat jedna Sciang lub dwie $ciany
pomalowane.

ktorych losujemy jednoczes$nie dwa. Jakie musi
by¢ n, aby prawdopodobienstwo, ze wylosowane
wierzchotki wyznaczaja przekatna, byto rowne
0,9?

Zadanie 3.

W szufladzie Marek miat 5 par skarpet. W sposéb
losowy wybral z niej cztery skarpety. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wsrdd wybranych skarpet
jest przynajmniej jedna para?

monotoniczny?

21. Elementy statystyki opisowej

Tematyka zajec:
e Dane statystyczne i ich klasyfikacja.
e Srednia z proby.
e Mediana z proby.
e (Odchylenie standardowe z proby.

64




Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—potrafi odczytywaé dane statystyczne z tabel,
diagramow i1 wykresow;

—potrafi przedstawia¢ dane empiryczne w postaci
tabel, diagramow 1 wykresow,

—potrafi oblicza¢ $rednia z proby, mediang z proby
1 odchylenie standardowe z préby i na tej
podstawie przeprowadzaé analiz¢
przedstawionych danych;

—potrafi okresla¢ zalezno$ci migdzy odczytanymi
danymi.

Uczen:

—potrafi przeprowadzi¢ klasyfikacje danych i
przedstawi¢ je w postaci szeregu rozdzielczego;
—potrafi odczytywac¢ dane przedstawione w postaci

szeregu rozdzielczego;

—potrafi oszacowac $rednia, mediang i odchylenie
standardowe danych przedstawionych w postaci
szeregu rozdzielczego i na tej podstawie
wyciagna¢ odpowiednie wnioski.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Pigcdziesiat osob zdawato egzamin z przepisow
ruchu drogowego. Liczba popetnionych przez nie
btedoéw przedstawiona jest w ponizszej tabeli:

Liczbabtedow 0 1 2 3 4
Liczba 0s6b 11 8 14 7 6 4

a) Oblicz $rednig liczbg bledow popetnionych
przez zdajacego.

b) Ile procent zdajacych zdato egzamin, jesli do
tego mozna bylo popetni¢ co najwyzej dwa biedy?
¢) Przedstaw dane na diagramie kolumnowym 1

Zadanie 1.

Badano czas pisania kolokwium (w minutach)
przez studentow dwoch grup. Otrzymano
nastgpujace wyniki:

Liczba studentow
I grupa II grupa

Czas pisania

(50, 60) 2 |
(60, 70) 4 7
(70, 80) 8 5
(80, 90) 6 7
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zaznacz na nim S$rednig obliczona w punkcie a).

Zadanie 2.

Producent czekolady deklaruje, Ze tabliczka ma
wage 150g + 2g. Dla zbadania jako$ci pewne;j
partii czekolady organizacja konsumencka zbadata
wage losowo wybranych 10 tabliczek czekolady z
tej partii 1 otrzymata nastgpujaca ich wage (w
gramach):

150,4 148,9 150,1 152,8 146,6 154,3 150,8
151,1 150,6 149,5

Oblicz srednia wagg tabliczki czekolady i
odchylenie standardowe w badanej probie.
ZastanOw sig, czy organizacja konsumencka winna
zwro6ci¢ si¢ do producenta z reklamacja dotyczaca
tej partii tabliczek czekolady.

Oblicz $redni czas, odchylenie standardowe 1
mediang czasu pisania kolokwium dla kazdej z
grup. Na tej podstawie porownaj te grupy.
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1. Elementy logiki

Tematyka zajec:
e Zdanie w logice 1 jego negacja.
e Koniunkcja, alternatywa, implikacja i rownowaznos¢ zdan.
e Niektore prawa logiczne 1 ich zastosowanie.
e Forma zdaniowa jednej zmienne;.
e Kwantyfikator ogélny i szczegdlowy. Negacja zdania z kwantyfikatorem.
Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:

—potrafi odr6zni¢ zdanie logiczne od innej
wypowiedzi,

—umie okresli¢ warto$¢ logiczna zdania prostego;

—potrafi poda¢ negacjg zdania prostego i1 okresli¢
jej warto$¢ logiczna;

—potrafi rozpozna¢ zdania w postaci koniunkcji,
alternatywy, implikacji i rownowaznosci zadan;

—potrafi zbudowa¢ zdania ztozone w postaci
koniunkc;ji, alternatywy, implikacji i
rownowaznosci zadan;

—potrafi okresli¢ wartosci logiczne zdan
ztozonych, takich jak koniunkcja, alternatywa,
implikacja i rownowaznos$¢ zdan;

—zna prawa De Morgana (prawo negacji
alternatywy oraz prawo negacji koniunkcji) i
potrafi je stosowac;

—potrafi okresli¢ warto$¢ logiczna zdania

—potrafi sprawnie postugiwac si¢ funktorami
logicznymi;

—potrafi budowac¢ zdania ztozone i oceniac€ ich
warto$ci logiczne;

—potrafi wnioskowa¢ o wartosci zdania ztozonego,
na podstawie informacji o wartosciach
logicznych innych wyrazen rachunku zdan;

—rozumie budowe twierdzenia matematycznego;
potrafi wskaza¢ jego zatozenie i tezg;

—potrafi zbudowa¢ twierdzenie odwrotne do
danego oraz oceni¢ prawdziwos¢ twierdzenia
prostego 1 odwrotnego;

—zna prawo negacji implikacji i potrafi je
stosowac;

—potrafi negowac zdania ztozone z
wykorzystaniem poznanych praw logicznych;

—potrafi udowodni¢ poznane prawa logiczne;

—potrafi przeprowadzi¢ dowod
twierdzenia;

—potrafi dowodzi¢ nie wprost;

—potrafi zanegowaé rownowazno$¢é
zdan;

—potrafi wyznaczy¢ zbior wszystkich
elementéw spelniajacych podana
implikacj¢ form zdaniowych.
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powstatego po negacji koniunkcji oraz
alternatywy zdan;

—odroznia forme¢ zdaniowa jednej zmiennej od
zdania;

—potrafi okresli¢ dziedzing prostej formy
zdaniowe;j;

—potrafi wskaza¢ element dziedziny spetniajacy
dana forme zdaniowa;

—rozumie zwrot “dla kazdego x
“istnieje takie X, ze ........... ” 1 potrafi stosowac te
zwroty budujac zdania logiczne;

—potrafi oceni¢ warto$¢ logiczng zdania z
kwantyfikatorem,;

—zna prawa De Morgana dla zdan z
kwantyfikatorem;

—potrafi poda¢ negacj¢ zdania z kwantyfikatorem i
oceni¢ jej wartos¢ logiczna.

—potrafi sprawdzi¢, czy dane wyrazenie rachunku
zdan jest tautologia;

—potrafi okres$li¢ dziedzing bardziej ztozonej formy
zdaniowej jednej zmiennej;

—potrafi wskaza¢ wszystkie elementy z dziedziny
formy zdaniowej jednej zmiennej, ktore speiniaja
t¢ forme zdaniowa;

—potrafi wskaza¢ formg zdaniowa sprzeczna i
tozsamosciowa;

—potrafi okres$li¢ zbior wszystkich elementéw
spetiajacych koniunkcj¢ lub alternatywe form
zdaniowych;

— potrafi postugiwac si¢ symbolami
kwantyfikatora ogélnego i szczegdtowego;

—potrafi oceni¢ warto$¢ logiczna zdania ztozonego
poprzedzonego kwantyfikatorem ogélnym lub
szczegotowym;

—potrafi poda¢ negacjg zdania ztozonego
poprzedzonego kwantyfikatorem ogélnym lub
szczegOtowym oraz okresli¢ jej wartos¢ logiczna.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Dane jest zdanie “2 jest liczba parzysta i 5 nie jest

podzielne przez 3”.

a) Ocen warto$¢ logiczna zdania.

b) Napisz zaprzeczenie zdania; podaj prawo
logiczne z ktérego skorzystales.

Zadanie 1.

Wiadomo, ze w(p = q)=0.

a) Jaka warto$¢ logiczna ma zdanie
[(=p)v(@eple[(=p)val?

b) Napisz zaprzeczenie zdania “Bedzie tadna
pogoda lub jesli bedzie padat deszcz to pojde
spa¢”; podaj prawa logiczne z ktérych
skorzystates; udowodnij jedno z nich.

Zadanie 1.
Na pytanie, ktory z trzech studentéw
studiowat logike otrzymano

nast¢pujaca odpowiedz: Jesli studiowat

Marek, to studiowat tez Wacek i
nieprawdaq jest, ze jesli studiowat
Tomek, to studiowal Wacek. Ktory z
chtopcow studiowat logike?
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Zadanie 2.

Dana jest forma zdaniowa (x — NE) )=23.

a) Okresl dziedzing tej formy zdaniowe;.

b) Poprzedz forme zdaniowa odpowiednim
kwantyfikatorem tak, zeby otrzymac¢ zdanie
fatszywe.

c) Jaka liczbg nalezy wstawi¢ w miejsce
zmiennej, aby otrzymane zdanie byto

Zadanie 2.

Dana jest forma zdaniowa:

J-x<3=x>-81=0.

a) Okresl dziedzing tej formy zdaniowe;.

b) Wskaz element spetniajacy t¢ forme zdaniowa.

c) Poprzedz te formg zdaniowa odpowiednim
kwantyfikatorem, tak by otrzymac zdanie
prawdziwe.

Zadanie 2.

Wyznacz zbidr wszystkich elementow
spetiajacych formg zdaniowa:
V-x<3=x"-81=0.

prawdziwe. d) Napisz negacje zdania otrzymanego w punkcie
c).
2. Zbiory
Tematyka zajec:

Zbior, element zbioru; dzialania na zbiorach.

Zbior liczb rzeczywistych 1 jego podzbiory.
Dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych.
Pierwiastki 1 potegi.

Procenty. Punkty procentowe.

Wartos¢ bezwzgledna.

Blqd przyblizenia. Szacowanie wartosci liczcbowych.

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace

Uczen:

—potrafi dowodzi¢ twierdzenia
dotyczace wilasnosci liczb
rzeczywistych;

Uczen:

—potrafi sprawnie postugiwac si¢ symbolika
matematyczna dotyczaca zbioréw;

—potrafi dowodzi¢ wlasnos$ci dziatan na zbiorach

Uczen:

—zna takie pojgcia jak: zbior pusty, zbiory rowne,
podzbior zbioru,

—zna symbolik¢ matematyczng dotyczaca zbiordw
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(e, ¢, uU,N,— C,Q);

—potrafi poda¢ przyktady zbioréw (w tym
przyktady zbioréw skonczonych oraz
nieskonczonych);

—potrafi okresli¢ relacje pomigdzy elementem i
zbiorem;

—potrafi okresli¢ relacje pomigdzy zbiorami
(rdbwnos¢ zbiorow, zawieranie si¢ zbiorow,
roztacznos¢ zbiorow);

—zna definicj¢ sumy, iloczynu, r6znicy zbiorow;

—potrafi wyznacza¢ sumg, iloczyn i r6znicg
zbiorow;

—potrafi wyznaczy¢ sumg, roznicg oraz czgs$¢
wspolng podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych
takich jak zbior N, C, NW, W;

—potrafi rozréznia¢ liczby naturalne, catkowite,
wymierne, niewymierne;

—potrafi wskaza¢ liczby pierwsze i1 ztozone;

—zna i potrafi zastosowac cechy podzielnosci liczb
naturalnych (przez 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10);

—potrafi roztozy¢ liczbe naturalng na czynniki
pierwsze;

—potrafi wyznaczy¢ najwigkszy wspolny dzielnik i
najmniejsza wspolng wielokrotnos¢ liczb
naturalnych;

—potrafi wykona¢ dzielenie z reszta w zbiorze
liczb caltkowitych;

—zna prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych,;

—potrafi porownywac liczby wymierne oraz liczby
niewymierne;

—potrafi przedstawia¢ liczby wymierne w postaci

w oparciu o poznane definicje (np. prawa De
Morgana dla zbioréw, prawo rozdzielnosci
dodawania zbiorow wzgledem mnozenia itp.)
oraz innymi metodami,

—potrafi ocenia¢ warto$ci logiczne zdan, w ktérych
wystepuja zaleznosci pomigdzy zbiorami;

—potrafi wyznaczy¢ dopelnienie zbioru (w tym
przedziatu liczbowego);

—potrafi rozwiazywac¢ zadania tekstowe o
podwyzszonym stopniu trudnos$ci, w ktorych jest
mowa o wlasno$ciach liczb catkowitych;

—potrafi dowodzi¢ twierdzenia dotyczace
wlasnosci liczb catkowitych (np. dzielenie z
reszta, podzielnos¢ liczb catkowitych itp.);

— potrafi stosowa¢ wzory skréconego mnozenia
takie jak:

a’ +b’=(a+Db)@a’—ab+b’)

a’— b’ =(a—Db)(a’ +ab+b?),
do usuwania niewymiernosci z mianownika
utamka;

—potrafi stosowa¢ wtasnosci wartosci
bezwzglednej takie jak: | —x | =| x|,

Ixl_

|yl
w rozwigzywaniu zadan;

—potrafi stosowa¢ wtasnosci wartosci

bezwzglednej do rozwiazywania nierownosci z
warto$cia bezwzgledna.

X
[x[20,|xy|=[x]y]l —

—potrafi rozwiazywac¢ zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace zbioru liczb rzeczywistych
1 jego podzbiordw;

— potrafi usuna¢ niewymiernos¢ z
mianownika utamka w przyktadach o
podwyzszonym stopniu trudnosci,

—postuguje si¢ takimi wiasno$ciami
warto$ci bezwzglednej jak:
|x+y[=[x[+]y]oraz
[x[=lyll<|x+y[w
rozwiazywaniu zadan i dowodzeniu
twierdzen.
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utamkéw zwyktych 1 dziesigtnych;

—potrafi przedstawi¢ utamek okresowy w postaci
ilorazu liczb catkowitych;

—potrafi usuwaé niewymiernos¢ z mianownika
utamka stosujac wzor skroconego mnozenia
(roznicg kwadratéw dwdch wyrazen);

—potrafi wyznaczy¢ przyblizenie dziesi¢tne liczby
rzeczywistej z zadana doktadnoscia;

—potrafi sprawnie wykonywac dzialania w zbiorze
liczb rzeczywistych z wykorzystaniem praw
dziatan;

—potrafi porownywac wielkosci;

— potrafi wyznaczy¢ blqd wzgledny i bezwzgledny,

— potrafi szacowac wartosci liczbowe,

—potrafi sprawnie postugiwac si¢ wzorami
skréconego mnozenia:

(a—b)’=a’—2ab + b’

(a+b)’=a’+2ab + b’

a’—b’=(a—b)@a+b)

(a—b)’ =a’ —3a’b + 3ab’ - b’

(a+b)’ =a’ +3a’b+ 3ab> + b’

a’+b’ = (a+b)@®—ab+bd)

a’—b’ = (a—Db)(a’ +ab+ b

d'—1=(a-D(+a+..+d") neN-—{I}
1 potrafi wykonywa¢ dziatania na wyrazeniach,
ktore zawieraja wzory skroconego mnozenia;

—zna prawa dziatan na potggach o wyktadnikach
rzeczywistych;

—zna pojgcie pierwiastka arytmetycznego z liczby
nieujemnej oraz prawa dzialan na pierwiastkach

—zna pojecie pierwiastka stopnia nieparzystego z
liczby ujemnej
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—potrafi wykonywac dziatania na potggach i
pierwiastkach;

—rozumie pojgcie przedziatu liczbowego jako
podzbioru zbioru liczb rzeczywistych;

—potrafi zapisa¢ za pomoca przedzialéw zbiory
opisane nieréwnosciami,

—potrafi wyznaczy¢ sumg, roznicg oraz czgs$¢
wspolng przedziatow liczbowych;

—potrafi obliczy¢ procent danej liczby, a takze
wyznaczy¢ liczbg, gdy dany jest jej procent;

—potrafi obliczy¢ jakim procentem jednej liczby
jest druga liczba;

—potrafi okresli¢ o ile procent dana wielko$¢ jest
wigksza (mniejsza) od innej wielkosci;

—potrafi postugiwac si¢ procentem w prostych
zadaniach tekstowych;

—zna i stosuje pojecie punktu procentowego

—potrafi odczytywaé dane w postaci tabel i
diagramow, a takze przedstawia¢ dane w postaci
diagramow procentowych;

—potrafi przeprowadza¢ analizg¢ iloSciowa
przedstawionych danych;

—zna definicj¢ warto$ci bezwzglednej liczby

—potrafi obliczy¢ warto$¢ bezwzgledna liczby;

—potrafi zaznaczy¢ na osi liczbowej zbiory opisane
za pomoca rownan i nieroOwnosci z wartoscia
bezwzgledna typu:
|cx—a|=b,[cx—a|<b,
|lcx—a|>b,[cx—a|<b,[cx—a|=b;

—potrafi na podstawie zbioru rozwigzan
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nier6wnosci, zapisa¢ t¢ nierownos$¢ w postaci
nierownosci z warto$cia bezwzgledna;

—zna pojgcie $redniej arytmetycznej,
geometrycznej oraz harmonicznej liczb oraz
potrafi obliczy¢ wymienione $rednie.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Dane sa zbiory: A = {x: xeC A x4 },
B={x:xeCA|x—-2|<3},D=(-3,2).
Wypisz elementy zbiorow A oraz B, a nastgpnie
wyznacz zbidr (A — D) N B.

Zadanie 2.
a) Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie
GBx— 1P —3x +)E* —x+ 1) +2(x — 2)°.
b) Rozwiaz rownanie | X — 2| = 5 i nierownos$¢
2x — 5| > 4.
c) Oblicz warto$¢ wyrazenia
3

625%%° - 1,5:1002 + 0,252,

Zadanie 3.

Srednia ptaca w zaktadzie zatrudniajacym 34
osoby jest rowna 820 zi. Po wyptaceniu pensji
nowo przyjetemu pracownikowi, srednia ptacy dla
wszystkich zatrudnionych oséb wzrosta o 2%. Jaka
ptacg otrzymat nowy pracownik?

Zadanie 4.
Na zawodach w skokach narciarskich, komentator

Zadanie 1.

Udowodnij (korzystajac z odpowiednich definicji
dziatah na zbiorach oraz praw logiki) réwnosé
zbiorow (AUB) - A =B - (AnB).

Zadanie 2.
Wyznacz pary wszystkich liczb catkowitych x 1y
spetniajacych rOwnanie x — y = xy.

Zadanie 3.
Oblicz wartosci wyrazen:

J13-443 + /28 + 643 oraz
(V2 =1 + N2 +1 )

Zadanie 4.
Rozwiaz nierownos¢ || x +2|—=5|> 1.

Zadanie 5.

Ceng towaru obnizono o p%. O ile procent nalezy
podwyzszy¢ nowa ceng, aby cena koncowa byta
réwna poczatkowej?

Zadanie 1.

Znajdz liczbg naturalna mniejsza od
1000, ktora przy dzieleniu przez 10
daje reszte 9, przy dzieleniu przez 15 —
resztg¢ 14, a przy dzieleniu przez 21 —
reszte 20.

Zadanie 2.

Wykaz, ze dla dowolnych a, b, c eR
zachodzi nierownosé
a’+b>+¢?>ab +ac + be.

Zadanie 3

Wykaz, ze 320 ++/392 +3/20-+/392

jest liczba naturalna.
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sportowy ocenit pierwszy skok zawodnika na
122m podczas, gdy skoczek osiagnat dlugosé
skoku rowna 124,5m. Drugi skok miat dtugos¢
123,5m, za$ komentator ocenit go na 126m.

W ktérym przypadku komentator popetnit wigkszy
btad?

3. Wektory

Tematyka zajec:

Wektory rowne, wektory przeciwne.

Wiasno$ci dziatan na wektorach.

Wektor w prostokatnym uktadzie wspotrzednych; wspotrzedne wektora.
Dhugos¢ wektora (odleglos$¢ na plaszczyznie kartezjanskiej).

Dziatania na wektorach: dodawanie, odejmowanie i mnozenie wektora przez liczbe.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

— zna okreslenie wektora i1 potrafi podac jego
cechy;

— zna okreslenie wektorow rownych i wektoréw
przeciwnych oraz potrafi stosowac wtasnosci
tych wektoréw w rozwiazywaniu zadan;

— potrafi obliczy¢ wspotrzedne wektora majac dane
wspotrzedne poczatku 1 konca wektora;

— potrafi obliczy¢ wspotrzedne poczatku wektora
(konca wektora), gdy dane ma wspotrzedne

Uczen:

—zna wilasnosci dziatan na wektorach 1 potrafi je
stosowac w rozwigzywaniu zadan o $rednim
stopniu trudnosci;

—stosuje wlasno$ci dziatan na wektorach w
typowych zadaniach na dowodzenie.

Uczen:

—potrafi sprawnie postugiwac si¢
wektorami w dowodzeniu réznych
twierdzen.
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wektora oraz wspotrzedne konca (poczatku)
wektora;

— potrafi wyznaczy¢ dtugos¢ wektora (odlegltos¢
mig¢dzy punktami na plaszczyznie);

— potrafi wykonywa¢ dzialania na wektorach —
dodawanie, odejmowanie oraz mnozenie przez
liczbe (syntetycznie i1 analitycznie);

— potrafi obliczy¢ wspotrzedne srodka odcinka.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Dane sa punkty A(— 1, 3), B(2, 7), C(6, 10).

a) Oblicz |AB|, |BC|,|AB + BC|.
b) Wyznacz wspotrzedne punktu D tak, aby figura
ABCD byta réwnoleglobokiem.

Zadanie 2.
Dla jakich rzeczywistych k oraz m wektory

a=[k+m,k—m], b=[9,-15] sa przeciwne?

Zadanie 3.
Dane sa punkty A(1, —1), B(4, -2), C(10, -9).

Wyznacz taki punkt D, aby 2 AB — 3CD = AC.

Zadanie 1.
W szesciokacie foremnym ABCDEF dane sa:
AB = ;, AF=b. Wyraz w zalezno$ci od aib

wektory AC, AD, AE, BC, CF.

Zadanie 2.

Uzasadnij, ze odcinek taczacy srodki przekatnych
dowolnego trapezu jest rownolegly do podstaw i
jego dtugos¢ jest rowna potowie roznicy dtugosci
podstaw.

4. Przeksztalcenia geometryczne

Tematyka zajec:




e Pojecie przeksztalcenia geometrycznego.
e Przeksztalcenia izometryczne.

e Przesunigcie rownolegte.

e Symetria osiowa.

e Symetria srodkowa.

e Obrot.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojgcie przeksztatcenia geometrycznego i
potrafi podaé przyktady przeksztalcen
geometrycznych;

—zna i rozumie pojgcie przeksztalcenia
izometrycznego;

—zna pojgcie przesunigcia rownoleglego o wektor i
potrafi wyznaczy¢ obraz figury geometrycznej w
przesunigciu rownolegtym o wektor;

—zna pojgcie symetrii osiowej wzgledem proste;j 1
potrafi wyznaczy¢ obraz figury geometrycznej w
symetrii osiowej wzgledem prostej;

—zna pojgcie symetrii srodkowej wzgledem punktu
1 potrafi wyznaczy¢ obraz figury geometrycznej
w symetrii Srodkowej wzgledem punktu;

—potrafi wskaza¢ punkty stale poznanych
przeksztalcen geometrycznych;

—potrafi poda¢ wspotrzedne punktu, ktory jest
obrazem danego punktu w symetrii osiowej
wzgledem osi OX oraz osi OY;;

—potrafi poda¢ wspotrzedne punktu, ktory jest

Uczen:

—potrafi stosowac wlasno$ci przeksztalcen
geometrycznych w rozwiazywaniu zadan.

Uczen:

— potrafi rozwiazywac zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace przeksztatcen
geometrycznych, w ktorych stosuje
oryginalne metody rozwiazan i1 ktore
wymagaja niestandardowych
pomystow.

78




obrazem danego punktu w symetrii §rodkowej
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych;
—zna i rozumie poj¢cie srodka symetrii figury;
—zna i rozumie pojgcie osi symetrii figury;
—potrafi wyznaczy¢ osie symetrii 1 §rodek symetrii
danej figury, a takze wskaza¢ figury srodkowo 1
osiowo symetryczne;
—zna pojgcie kata skierowanego;
—potrafi wyznaczy¢ obraz figury w obrocie
dookota punktu o dany kat.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Dana jest prosta o rownaniu y = —2x + 3. Wyznacz

réwnanie prostej, ktora jest obrazem danej:

a) W przesuni¢ciu rownolegtym o wektor
v=[-1,2];

b) w symetrii wzgledem osi OY;

¢) w symetrii wzgledem osi OX;

d) w symetrii wzglgdem punktu (0, 0).

Zadanie 2.

a) Podaj przykiad figury osiowosymetryczne;j i
srodkowosymetryczne;j.

b) Ile osi symetrii moze mie¢ trojkat?

c) Czy istnieje trojkat, ktory ma srodek symetrii?

Zadanie 1.

Czy istnieje liczba rzeczywista k, by
przeksztalcenie P, gdzie P((x, y)) = (kx, ky) bylo
izometrig? Jesli tak, to podaj wszystkie takie liczby
k.

Zadanie 2.

Dany jest wektor AB i punkt S nie nalezacy do
prostej AB. Wykaz, ze obrazem wektora

AB w symetrii wzgledem punktu S jest wektor —
AB .

Zadanie 3.

W wyniku obrotu prostej k otrzymano prosta k’

prostopadta do k. Gdzie moze znajdowac si¢
srodek obrotu?

Zadanie 1.

Udowodnij, ze w symetrii sSrodkowe;j
obrazem prostej jest prosta do niej
rownolegta.
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5. Funkcja i jej wlasnosci

Tematyka zajec:

Pojecie funkcji; pojecie funkeji liczbowe;.
Sposoby opisywania funkcji.

Dziedzina funkcji liczbowe;.

Zbior wartosci funkcji liczbowe;.
Wykresy niektorych funkcji liczbowych.
Miejsce zerowe funkcji liczbowe;.
Rownos¢ funkeji liczbowych.
Roéznowartosciowos¢ funkeji liczbowych.
Monotoniczno$¢ funkcji liczbowych.

Parzystos¢, nieparzystos¢ funkcji liczbowych.

Funkcje okresowe.
Najmniejsza 1 najwigksza warto$¢ funkcji.

Odczytywanie wiasnos$ci funkcji na podstawie jej wykresu.

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:
—potrafi odr6zni¢ funkcj¢ od innych —potrafi okresli¢ dziedzing funkcji liczbowej danej | —potrafi rozwigzywac¢ zadania o
przyporzadkowan; wzorem w przypadku, gdy wyznaczenie podwyzszonym stopniu trudnosci

—potrafi podawa¢ przyktady funkcji;

—potrafi opisywac funkcje na rézne sposoby:
wzorem, tabelka, grafem, opisem stownym;

—potrafi szkicowa¢ wykres funkcji liczbowe;j
okreslonej stownie, grafem, tabelka, wzorem,;

dziedziny funkcji wymaga rozwiazania
koniunkcji warunkow;
—potrafi wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji
liczbowej (nie tylko w prostych przypadkach);
—potrafi okresli¢ zbior warto$ci funkcji liczbowej

dotyczace funkcji 1 ich wlasnosci.
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—potrafi odr6zni¢ wykres funkcji od krzywej, ktora
wykresem funkcji nie jest;

—potrafi okres$li¢ dziedzing funkcji liczbowej danej
wzorem (w prostych przypadkach);

—potrafi wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji
liczbowej danej wzorem (w prostych
przypadkach);

—potrafi obliczy¢ wartos$¢ funkcji liczbowej dla
danego argumentu, a takze obliczy¢ argument
funkcji, gdy dana jest jej wartos$¢;

—potrafi okresli¢ zbidr wartosci funkcji w prostych
przypadkach (np. w przypadku, gdy dziedzina
funkcji jest zbiorem skonczonym);

—potrafi na podstawie wykresu funkcji liczbowej
odczyta¢ jej wlasnosci, takie jak:

a) dziedzina funkcji;

b) zbior wartosci funkcji;

¢) miejsce zerowe funkcji;

d) argument funkcji, gdy dana jest warto$¢
funkcji;

e) warto$¢ funkcji dla danego argumentu;

f) przedziaty w ktorych funkcja jest rosnaca,
malejaca, stala;

g) zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie, ujemne,
niedodatnie, nieujemne;

h) najmniejsza oraz najwigksza warto$¢
funkcji;

1) parzysto$¢, nieparzystos¢, okresowosc;

J) réznowarto$ciowosc;

k) potrafi narysowa¢ wykres funkcji o
zadanych wtasnosciach;

(nie tylko wtedy, gdy dziedzina jest zbiorem
skonczonym);

—potrafi bada¢ monotoniczno$¢ funkcji liczbowej
na podstawie definicji;

—potrafi bada¢ r6znowartosciowos¢ funkcji na
podstawie definicji;

—potrafi bada¢ parzysto$¢, nieparzystos$¢ oraz
okresowos$¢ funkcji na podstawie definicji;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji y = f(x)
sporzadzi¢ wykresy funkcji: y = [f(x)| oraz
wykres funkcji y = f(|x|) oraz zapisa¢ wzory
funkcji, ktérych wykresy otrzymano w wyniku
tych przeksztatcen.
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—potrafi narysowa¢ wykres funkcji liczbowe;,
ktorej wzor jest okreslony za pomoca wzoréw
r6znych funkcji sktadowych;

—potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji liczbowe;
oraz wspotrzedne punktu w ktorym wykres
przecina o§ OY, ktorej wzor jest okreslony za
pomoca wzordéw roznych funkceji sktadowych;

—potrafi opisa¢ wtasnos$ci funkcji liczbowej, ktorej
wzOr jest okreslony za pomoca wzordw réznych
funkcji sktadowych;

—potrafi stosowaé wiadomosci o funkcji do
opisywania zaleznosci w przyrodzie, gospodarce
1 zyciu codziennym,;

—potrafi poda¢ opis matematyczny prostej sytuacji
w postaci wzoru funkcji;

—potrafi interpretowa¢ informacje na podstawie
wykresow funkcji (np. dotyczace roznych
zjawisk przyrodniczych, ekonomicznych,
socjologicznych, fizycznych);

—potrafi przetwarza¢ informacje dane w postaci
wzoru lub wykresu funkcji;

—potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji —na
podstawie wykresu funkcji y = f(x) sporzadzi¢
wykresy funkcji: y = — {(x), y = f(—x), y = —(—x),
y=f(x—a)+ b, y=kf(x), y = f(k-x) oraz zapisa¢
wzoér funkcji, ktorej wykres otrzymano w wyniku
danego przeksztalcenia.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie

Zadanie 1.
Wyznacz dziedzing funkcji okre§lonej wzorem

Zadanie 1.
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catkowitej resztg z dzielenia tej liczby przez 4.

a) Oblicz warto$¢ wyrazenia —2f(-9) + 4£(7).

b) Podaj zbiér wartosci funkcji.

¢) Opisz wzorem miejsca zerowe funkcji.

d) Czy funkcja jest roznowarto$ciowa, parzysta,
nieparzysta, monotoniczna? Odpowiedz
uzasadnij.

e) Narysuj wykres tej funkcji w zbiorze
A={x:xeCA-6<x<8}.

Zadanie 2.
Rysunek przedstawia fragment wykresu pewne;j

funkcji y = f(x), o ktérej wiadomo, ze jej dziedzina
jest przedziat ( — 4, 4 ) 1 jest to funkcja nieparzysta.
A

BRI R R R

Dorysuj brakujacy fragment wykresu funkcji,
a nastepnie poda;j:

a) miejsca zerowe funkcji f;

b) przedziaty monotonicznosci;

¢) zbidr warto$ci funkc;ji.

Zadanie 3.
Dana jest funkcja okreslona wzorem

60 = JI-[2x-3] 4

x*—4x+4  x*-x*
Zadanie 2.
a) Zbadaj na podstawie definicji parzystos¢
(nieparzystos¢) funkcji:

© s 2):15;
X3—X
* g0=5,-

b) Zbadaj monotoniczno$é funkeji h(x) = x* — 6x
W zbiorze (— oo, 3)

Zadanie 3.

Narysuj wykres funkcji f(x) = max(|x —3 |, 2). Na
podstawie wykresu funkcji f, narysuj wykres
funkcji g(x) = f(|x|). Podaj przedziaty
monotoniczno$ci funkeji y = g(x).

Przedstaw funkcjg¢ f(x) =

x-1

x> =2x? +1

b

gdzie x € R — {-1, 1} w postaci sumy

funkcji parzystej i nieparzyste;.
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x*—4

F(x) = ——=——=". Oblicz miejsca zerowe tej
V33— x+2]

funkc;ji.

Zadanie 4.

Narysuj wykres funkcji f(x) = Jx , a nastgpnie

przesun go o wektor u=[-2, —4].

a) Napisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymates.

b) Oblicz miejsce zerowe funkcji, ktorej wykres
otrzymates.

¢) Dla jakich argumentow funkcja przyjmuje
warto$ci nieujemne?

6. Funkcja liniowa
Tematyka zajec:

Definicja funkcji liniowe;.

Wtasnosci funkcji liniowe;.

Réwnoleglosc 1 prostopadtosé wykresow funkcji liniowych.

Réwnanie liniowe 1 nierowno$¢ liniowa z jedna niewiadoma.

Réwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi (réwnanie prostej).
Nieréwnos¢ pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktady rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktady nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
Zastosowanie funkcji liniowej do opisywania zjawisk z zycia codziennego.

Rozwiazywanie zadan tekstowych z zastosowaniem réwnan i uktadéw réwnan liniowych.
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojecie funkcji liniowej;

—potrafi interpretowa¢ wspotczynniki we wzorze
funkcji liniowej;

—potrafi sporzadzi¢ wykres funkcji liniowej danej
wzorem;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji liniowe;j
(wzoru funkcji) okresli¢ monotonicznos¢ funkcji;

—potrafi wyznaczy¢ algebraicznie i graficznie
zbi6r tych argumentow dla ktorych funkcja
liniowa osiaga wartosci dodatnie (ujemne,
nieujemne, niedodatnie);

—potrafi sprawdzi¢ algebraicznie, czy punkt o
danych wspotrzednych nalezy do wykresu
funkcji liniowej;

—potrafi znalez¢ wzor funkcji liniowej o zadanych
wlasnosciach (np. takiej, ktorej wykres
przechodzi przez dwa punkty);

—potrafi napisa¢ wzor funkcji liniowej, ktorej
wykres jest rownolegly do wykresu danej funkcji
liniowej 1 przechodzi przez punkt o danych
wspotrzednych;

—potrafi napisa¢ wzor funkcji liniowej, ktorej
wykres jest prostopadlty do wykresu danej funkcji
liniowej 1 przechodzi przez punkt o danych
wspotrzednych;

—potrafi narysowa¢ wykres funkcji kawatkami
liniowej 1 na jego podstawie omowi¢ wtasnosci
funkcji;

Uczen:

—potrafi rozwiaza¢ réwnanie liniowe z
parametrem;

—potrafi przeprowadzi¢ dyskusjg liczby rozwigzan
réwnania liniowego z parametrem;

— potrafi rozwiaza¢ réwnanie linowe oraz
nierownos$¢ liniowa z wartoscia bezwzgledna;

—potrafi rozwiaza¢ uktad dwoch roéwnan liniowych
z dwiema niewiadomymi z parametrem,;

—potrafi przeprowadzi¢ dyskusjg liczby rozwiazan
uktadu dwoch rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi z parametrem;

—potrafi rozwiaza¢ ukltad dwoch rownan liniowych
z dwiema niewiadomymi z wartoscia
bezwzgledna oraz zinterpretowac go graficznie;

—potrafi wykresla¢ w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych zbiory punktow opisane
rownaniem, nierdéwnoscia, ukladem rownan lub
nier6wnosci z dwiema niewiadomymi z
warto$cia bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywacé uktady trzech rownan
liniowych z trzema niewiadomymi.

Uczen:

—potrafi rozwigza¢ nietypowe zadania

dotyczace funkcji liniowej, o
podwyzszonym stopniu trudnosci.
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—potrafi wyznaczy¢ algebraicznie miejsca zerowe
funkcji kawatkami liniowej oraz wspotrzedne
punktu, w ktorym wykres przecina o§ OY;

—potrafi obliczy¢ wartos$¢ funkcji kawatkami
liniowej dla podanego argumentu;

—potrafi rozwiaza¢ réwnanie liniowe z jedna
niewiadoma;

—potrafi okresli¢ liczbe rozwiazan rOwnania
liniowego z jedna niewiadoma,;

—potrafi rozwigza¢ nierd6wno$¢ liniowa z jedna
niewiadoma 1 przedstawi¢ jej zbidr rozwiazan na
osi liczbowe;j;

—potrafi interpretowac graficznie rownania i
nierownosci liniowe z jedna niewiadoma;

—potrafi rozwiazywac algebraicznie (w tym
metoda wyznacznikowa) i graficznie uktady
dwoéch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi;

—potrafi rozpozna¢ uktad oznaczony,
nieoznaczony, sprzeczny i umie podac ich
interpretacj¢ geometryczna;

—potrafi zbada¢ wzajemne potozenie dwoch
prostych na plaszczyznie;

—potrafi rozwiaza¢ zadanie tekstowe prowadzace
do rownania liniowego z jedna niewiadoma,
nierownosci liniowej z jedna niewiadoma lub
uktadu rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi;

—potrafi opisa¢ dana figurg geometryczna w
prostokatnym uktadzie wspotrzednych, za
pomoca odpowiedniego uktadu nierownosci
liniowych z dwiema niewiadomymi;
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—potrafi narysowa¢ w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych figure geometryczna zapisang za
pomoca ukladu nieréwnosci liniowych z dwiema
niewiadomymi.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Narysuj wykres funkcji
x+2 dla x€ (o0, —1)
f(x)=1-x dla xe (-1,1)
x-2 dla xe (1, +)

a) Oblicz miejsca zerowe tej funkcji oraz
wspotrzedne punktu, w ktérym wykres
przecina o$ OY.

b) Wyznacz algebraicznie zbior tych
argumentéw, dla ktérych funkcja osiaga
warto$ci nieujemne.

¢) Oblicz wartos¢ funkcji dla argumentu 6.

d) Narysuj wykres funkcji y = f(x) i na jego
podstawie narysuj wykres funkcji g(x) = f( —x);
omoéw wilasnosci funkcji y = g(x).

Zadanie 2.
a) Napisz wzor funkcji liniowej f wiedzac, ze jej
wykres przechodzi przez punkt A( -3 ,—2)1

jest nachylony do osi OX pod katem %n rad.

b) Napisz wzor funkcji liniowej g, ktorej
miejscem zerowym jest liczba 4 i ktorej wykres

Zadanie 1.

Wyznacz te warto$ci parametru m, dla ktorych
funkcja liniowa f(x) = (| m—3| - 5)x —m + 10 jest
rosnaca 1 nieparzysta.

Zadanie 2.
Rozwiaz nierdéwnosé:

Vx?+4x+4 —Px—5|=2x+7.

Zadanie 3.
Dla jakich warto$ci parametru m (me R) uktad
roOwnan z niewiadomymi x 1y
X—my=m
{mx -y=2
jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny?
W przypadku istnienia rozwigzan wyznacz je.

Zadanie 4.
Wyznacz zbior tych punktow plaszczyzny, ktdrych
wspotrzedne spetniaja uktad nierownosci

{IXI—IYIS2

|x|<4

Zadanie 5.

Zadanie 1.
Rozwiaz rownanie

{x+1}_x—l
3 2
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jest prostopadly do wykresu funkc;ji f.

Zadanie 3.
Rozwiaz nier6wnos¢ \/g X>4x — 1.

Zadanie 4.

Klub sportowy przeznaczyt na kupno 28 dreséw
kwote w wysokosci 2860 zt. Zamierza kupi¢ dresy
w dwoch gatunkach. Jaka liczbe dreséw
pierwszego gatunku moze kupic¢ ten klub, jesli
wiadomo, ze dres pierwszego gatunku kosztuje 125
zt, a dres drugiego gatunku 80 zt.

Maty zaktad widkienniczy produkuje dwa rodzaje
swetréw (damskie 1 meskie) z dwoch rodzajow
welny (czarnej 1 biatej). Do produke;ji jednego
swetra damskiego potrzeba 20 dag welny czarnej 1
40 dag welny biatej, a do produkcji swetra
meskiego — 60 dag welny czarnej i 20 dag welny
biatej. Zasoby welny czarnej wynosza 120 kg,
natomiast biatej 140 kg. Zysk osiagany ze
sprzedazy swetra meskiego wynosi 38 zt, a ze
swetra dla pan — 44 zt. Ile 1 jakie swetry powinien
wyprodukowac ten zaktad, aby osiagna¢ jak
najwigkszy zysk?

7. Funkcja kwadratowa
Tematyka zajec:

Jednomian stopnia drugiego.
Posta¢ ogdlna funkcji kwadratowe;.
Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowe;.

Wtasnosci trojmianu kwadratowego.
Wzory Viete’a 1 ich zastosowanie.
Roéwnania 1 nierdwnos$ci kwadratowe.

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej; postac iloczynowa funkcji kwadratowe;.

Roéwnania 1 nieréwnos$ci kwadratowe z parametrem.
Roéwnania 1 nieréwnosci kwadratowe z wartoscia bezwzgledna.
Zadania tekstowe prowadzace do rownan 1 nieréwnosci kwadratowych.

88




e Zastosowanie wiadomosci o funkcji kwadratowej do analizowania zjawisk z zycia codziennego.
e Rownania prowadzace do rownan kwadratowych.
e Uktady rownan z dwiema niewiadomymi, z ktdrych przynajmniej jedno jest stopnia drugiego.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—potrafi rozpozna¢ jednomian stopnia drugiego;

—potrafi narysowa¢ wykres jednomianu stopnia
drugiego 1 omowi¢ jego wlasnosci;

—potrafi odr6zni¢ wzor funkcji kwadratowej od
wzoru innej funkcji;

—potrafi obliczy¢ miejsca zerowe funkcji
kwadratowej lub sprawdzi¢, ze trojmian
kwadratowy nie posiada miejsc zerowych;

—potrafi obliczy¢ wspdtrzedne wierzchotka
paraboli;

—potrafi narysowa¢ wykres dowolnej funkcji
kwadratowej;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji
kwadratowej oméwic jej wlasnos$ci;

—potrafi napisa¢ wzor funkcji kwadratowej o
zadanych wtasnosciach;

—potrafi sprawnie zamienia¢ jedna postaé
tréjmianu kwadratowego na druga (postac
ogolna, kanoniczna, iloczynowa);

—potrafi wyznaczy¢ najmniejsza oraz najwigksza
warto$¢ funkcji kwadratowej w danym przedziale
domknigtym;

—potrafi zastosowa¢ wlasnosci funkcji
kwadratowej do rozwiazywania prostych zadan

Uczen:

—potrafi wyprowadzi¢ wzor na wspotrzedne
wierzchotka paraboli;

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na miejsca zerowe
tr6jmianu kwadratowego;

—potrafi naszkicowa¢ wykres funkcji kwadratowe;j
z wartoscia bezwzgledna i na jego podstawie
omoéwi¢ wlasnosci funkceji;

—potrafi zastosowa¢ wtasnosci funkcji
kwadratowej do rozwiazywania zadan
optymalizacyjnych;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania tekstowe
prowadzace do rOwnan i nieréwnosci
kwadratowych z jedna niewiadoma;

—potrafi udowodni¢ wzory Viete’a;

—potrafi stosowa¢ wzory Viete’a do
rozwigzywania rownan i nierownosci z
parametrem;

—potrafi rozwiazywac rdzne zadania, w ktérych
wystepuje parametr, dotyczace wtasnosci funkcji
kwadratowej;

—potrafi algebraicznie rozwigzywaé rownania i
nierownos$ci kwadratowe z jedna niewiadoma z
warto$cia bezwzgledna;

—potrafi graficznie rozwiazywac¢ réwnania i

Uczen:

—potrafi rozwiazywac rdzne problemy
dotyczace funkcji kwadratowej, ktore
wymagaja niestandardowych metod
pracy oraz nieckonwencjonalnych
pomystow.
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optymalizacyjnych;

—potrafi algebraicznie rozwigzywaé rdwnania i
nierownos$ci kwadratowe z jedna niewiadoma;

—potrafi graficznie rozwiazywac¢ rdwnania i
nierownosci kwadratowe z jedna niewiadoma;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania prowadzace
do roéwnan i nierdwnosci kwadratowych z jedna
niewiadoma;

—zna wzory Viete’a i potrafi je stosowac do
rozwigzywania prostych zadan;

—potrafi rozwiazywac proste zadania z
parametrem, w ktorych jest mowa o wlasnosciach
funkcji kwadratowej;

—potrafi przeksztatca¢ wyrazenia tak, by mozna
byto oblicza¢ ich warto$ci stosujac wzory
Viete’a;

—potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
kwadratowych (symetria wzglgdem osi OX,
symetria wzgledem osi OY, symetria wzgledem
punktu O(0, 0), przesunigcie rownolegle o
wektor) oraz napisa¢ wzor funkcji, ktorej wykres
otrzymano w danym przeksztatceniu;

—potrafi przeanalizowac zjawisko z zycia
codziennego, opisane wzorem (wykresem)
funkcji kwadratowe;;

—potrafi opisa¢ dane zjawisko za pomoca wzoru
funkcji kwadratowe;.

nierownos$ci kwadratowe z jedna niewiadoma z
warto$cia bezwzgledna;

— potrafi rozwiazywac¢ rdwnania i nierOwnosci
pierwiastkowe prowadzace do roéwnan i
nierownosci kwadratowych;

—potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
kwadratowych;

—potrafi przeprowadzi¢ dyskusj¢ nad liczba
rozwigzan rownania kwadratowego z parametrem
1 wartos$cia bezwzgledna na podstawie
interpretacji graficznej rozwazanego problemu;

—potrafi rozwiazywac uktady rownan i
nier6wnosci stopnia drugiego z wartoscia
bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywac algebraicznie 1 graficznie
uktady rownan z dwiema niewiadomymi, z
ktorych przynajmniej jedno jest stopnia drugiego;

—potrafi bada¢ wtasnosci funkcji kwadratowej w
oparciu o odpowiednie definicje;

—potrafi dowodzi¢ wiasnosci funkcji kwadratowe;.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Dany jest trojmian kwadratowy w postaci

Zadanie 1.
Dla jakich wartosci parametru m, miejsca zerowe

Zadanie 1.
Wyznacz réwnania kwadratowe
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kanonicznej y =—2(x + 3)° + 8.

Podaj posta¢ ogolna i iloczynowa tego tréjmianu.

Narysuj wykres funkcji 1 na jego podstawie omow
jej wlasnosci.

Zadanie 2.

Funkcja f(x) = x* + bx + ¢ jest malejaca w
przedziale ( —oo, 1) i rosnaca w przedziale (1, +oo).
Wierzchotek paraboli bgdacej wykresem funkcji f
nalezy do prostej k: y =4x — 8.

a) Wyznacz wspotczynniki b oraz c.

b) Oblicz miejsca zerowe funkc;ji.

¢) Rozwiaz nieréwnos¢ f(x) < 4x — 8.

Zadanie 3.

Wyznacz wspotczynniki b 1 ¢ trojmianu
kwadratowego f(x) = x> + bx + ¢ wiedzac, ze jego
miejsca zerowe spetniaja warunek: x; =3 1

X1 + %, = 10.

Zadanie 4.

Drut dlugosci 2m podzielono na dwie czgsci: z
jednej zrobiono kwadratowa ramke a z drugiej
ramke prostokatna, w ktorej jeden bok prostokata
ma dtugos¢ 3 razy wigksza od dlugosci drugiego
boku. Jak nalezy podzieli¢ drut, aby suma po6l
kwadratu i prostokata byta najmniejsza?

X1, X, funkcji 0 wzorze
f(x)=x>—4(m+ 1)x + 2m(m — 1)
spelniaja warunek x; <m <x,?

Zadanie 2.
Dla jakich wartosci parametru m rownanie
x* —4|=m” + 1 ma dwa rézne rozwiazania?

Zadanie 3.
Rozwiaz nierownos¢
Jx+6 — Jx+1 > /2x-5.

Zadanie 4.
O godzinie 13% statek B ptynacy na zachod ze
stata predkoscia 20 km/h znajduje si¢ w odlegtosci
10 km od portu, za$ statek A ptynacy na poétnoc ze
stata predkoscia 40 km/h znajduje si¢ w odleglosci
od portu 6 razy wigkszej niz statek B.

10 km

LR |

[t
‘A
O ktorej godzinie odlegtos¢ migdzy statkami
bedzie najmniejsza?

ax” + bx + ¢ = 0, o wspotczynnikach
catkowitych a, b, ¢, gdzie ac C — {0},
z ktorych kazde ma dwa rézne
rozwiazania: X; = a, X, = b.
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8. Okrag i kolo w ukladzie wspolrz¢ednych

Tematyka zajec:

Réwnanie okregu, nierdwnos¢ opisujaca koto.

Odlegtos¢ punktu od proste;.
Wzajemne potozenie prostej 1 okregu.
Wzajemne polozenie dwoch okrggow.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—rozpoznaje rownanie okrggu w postaci
zredukowanej x> + y* + ax + by + ¢ = 0 oraz w
postaci kanonicznej (x — a)* + (y — b)> =%

—potrafi sprowadzi¢ rGwnanie okrggu z postaci
zredukowanej do postaci kanonicznej
(1 odwrotnie);

—potrafi odczyta¢ z rownania okrggu wspotrzedne
srodka 1 promien okrggu;

— potrafi napisa¢ rownanie okregu, gdy zna
wspotrzedne srodka i promien tego okregu;

—rozpoznaje nierownos¢ opisujaca koto;

—potrafi odczyta¢ z nierdéwnosci opisujacej koto
wspotrzedne $rodka i promien tego kota;

— potrafi napisa¢ nieréwnos¢ opisujaca koto w
sytuacji, gdy zna wspotrzedne §rodka 1 promien
kota;

—potrafi narysowa¢ w ukladzie wspotrzednych

Uczen:

—potrafi rozwiazywacé rdzne zadania dotyczace
okregow 1 kot w uktadzie wspotrzednych, w
ktorych konieczne jest zastosowanie wiadomosci
z roznych dzialdéw matematyki;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania z parametrem
dotyczace okregdw i1 kot w uktadzie
wspotrzednych.

Uczen:
— potrafi rozwiazywac zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci

dotyczace okregdéw 1 kot w uktadzie

wspotrzednych.
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okrag na podstawie danego rOwnania opisujacego
okrag;

—potrafi narysowa¢ w uktadzie wspotrzednych
koto na podstawie danej nierownos$ci opisujacej
koto;

—zna wzor na odlegto$¢ punktu od prostej;

—potrafi obliczy¢ odleglo$¢ punktu od proste;j;

—potrafi okresli¢ wzajemne potozenie prostej o
danym rownaniu wzgledem okrggu o danym
réwnaniu ( po wykonaniu stosownych obliczen);

—potrafi okresli¢ wzajemne potozenie dwoch
okrggdéw danych rdwnaniami ( na podstawie
stosownych obliczen);

—potrafi obliczy¢ wspotrzgdne punktow wspdlnych
prostej i okregu lub stwierdzi¢, ze prosta i okrag
nie maja punktéw wspdlnych;

—potrafi obliczy¢ wspoirzedne punktow
wspolnych dwoéch okregdéw ( lub stwierdzié, ze
okregi nie przecinaja si¢), gdy znane sa rbwnania
tych okregow;

—potrafi wyznaczy¢ rownanie stycznej do okregu;

— potrafi napisa¢ rownanie okregu opisanego na
trojkacie, gdy dane ma wspdirzedne
wierzchotkow trojkata;

—potrafi rozwiazywac proste zadania z
wykorzystaniem wiadomosci o prostych,
trojkatach, parabolach i okrggach.

Przykladowe zadania
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Zadanie 1.
Napisz rownanie okrggu opisanego na trojkacie
ABC, jesli A(1, 5), B(8,-2), C(9, 1).

Zadanie 2.
Okresl wzajemne polozenie prostej k: y = %x
wzgledem okregu o rownaniu x* + y* — 6x = 0.

Zadanie 2.

Napisz réwnania stycznych do okregu o rownaniu
x> +y* — 6x — 4y + 3 = 0 przechodzacych przez
punkt A( 4, 3).

Zadanie 3.

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych wyznacz
zbiory:
A={(x,y):xeRiyeRix*+y*+6x—8y+21<0}
B={(x,y): xeRiyeRix’+y +2x + 2y — 14 < 0},
a nastepnie wyznacz zbiory: AUB, AnB, A — B,
B-A.

Zadanie 4.
Prosta k: y = x +1 przecina parabolg o réwnaniu
y=—x>+2x + 3 wpunktach A i B.
Oblicz wspotrzedne punktéw A i B.
Napisz rdwnanie okrggu o promieniu
r=4/5 , ktorego Srednica jest odcinek AB.

Oblicz pole AABS, gdzie S jest srodkiem okregu
wyznaczonego w punkcie b).

Zadanie 1.

Udowodnij, ze rownanie

x* +y> —ax + 2by — 0,75a> + 2ab =0

opisuje okrag dla dowolnych liczb rzeczywistych a
oraz b takich, ze a # b. Podaj wspotrzedne srodka 1
promien okregu.

Zadanie 2.

Dla jakich wartos$ci parametru m (me R) okregi
opisane rownaniami

01: (x — m)2 +(y+ 2)2 =20 oraz

02 (x +1)* + (y — 2m)* = 5 sa wewngtrznie
styczne?

Dla znalezionych warto$ci parametrow wykonaj
rysunek. Oblicz wspotrzedne punktu stycznosci.

Zadanie 3.

Wykres funkcji y = [x — 2| przecina okrag o

rownaniu x” + y* — 4x — 4 = 0 w punktach A i B.

Oblicz wspotrzedne punktow A 1 B.

Wykaz, ze trojkat ABC, gdzie S jest $Srodkiem
okregu, jest prostokatny.

c¢) Oblicz pole figury F = F1NF,, gdzie

Fi={(x,y): xeRAYERAX*+y —4x— 4<0},a

Fo={(x,y): xeRAyeR Ay < |x—2]}.

Zadanie 1.

Przez punkt A = (0, 1) poprowadzono
styczne do okregu x* +y* + 4y + 3 = 0.
Znajdz réwnanie krzywej, ktora tworza
srodki wszystkich cigciw danego
okrggu, wyznaczonych przez proste
przechodzace przez punkt A.
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9. Wielomiany

Tematyka zajec:

Réwnos¢ wielomiandw.
Dziatania arytmetyczne na wielomianach.
Twierdzenie Bezouta 1 jego zastosowanie.

Twierdzenie o reszcie.

Rownania 1 nierdOwnosci wielomianowe.

Definicja wielomianu stopnia n (n€ N,) jednej zmiennej rzeczywiste;.

Pierwiastek wielomianu, pierwiastek wielokrotny.

Twierdzenie o wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspotczynnikach catkowitych.

Metody rozktadania wielomianu na czynniki.

Zadania tekstowe prowadzace do réwnan 1 nierowno$ci wielomianowych.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojgcie jednomianu jednej zmiennej;

—potrafi wskaza¢ jednomiany podobne;

—potrafi rozpozna¢ wielomian jednej zmiennej
rzeczywistej;

—potrafi uporzadkowac¢ wielomian (malejaco lub
rosnaco);

—potrafi okresli¢ stopien wielomianu jednej
zmiennej;

—potrafi obliczy¢ warto$¢ wielomianu dla dane;j
warto$ci zmiennej;

—potrafi rozpozna¢ wielomiany rowne;

Uczen:

—potrafi sprawnie wykonywac dzialania na
wielomianach;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie Bezouta,

—zna i potrafi stosowac twierdzenie o wymiernych
pierwiastkach wielomianu o wspotczynnikach
calkowitych;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o wymiernych
pierwiastkach wielomianu o wspotczynnikach
calkowitych;

—potrafi sprawnie rozktada¢ wielomiany na
czynniki (w tym stosujac “metode prob”);

Uczen:

—potrafi rozwiazywac rdzne problemy
dotyczace wielomianéw, ktore
wymagaja niestandardowych metod
pracy oraz nieckonwencjonalnych
pomystow.
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—potrafi rozwiazywac proste zadania, w ktorych
wykorzystuje si¢ twierdzenie o rownosci
wielomianow;

—potrafi wykona¢ dodawanie, odejmowanie i
mnozenie wielomiandéw;

—potrafi dzieli¢ wielomian przez wielomian;

—potrafi sprawdzi¢ czy podana liczba jest
pierwiastkiem wielomianu;

—potrafi okresli¢ krotno$¢ pierwiastka wielomianu;

—zna twierdzenie Bezouta 1 potrafi je stosowac w
rozwiazywaniu zadan;

—zna twierdzenie o reszcie 1 potrafi je stosowaé w
rozwiazywaniu zadan;

—potrafi wyznaczy¢ wielomian, ktory jest reszta z
dzielenia wielomianu o danych wtasno$ciach
przez inny wielomian;

—potrafi roztozy¢ wielomian na czynniki poprzez
wylaczanie wspolnego czynnika poza nawias,
zastosowanie wzoroOw skroconego mnozenia,
zastosowanie metody grupowania wyrazow, a
takze wowczas, gdy ma podany jeden z
pierwiastkéw wielomianu i konieczne jest
znalezienie pozostalych z wykorzystaniem
twierdzenia Bezouta;

—potrafi rozwiazywac¢ rdwnania i nierOwnosci
wielomianowe, ktore wymagaja umiejgtnosci
rozktadania wielomianéw na czynniki
wymienionych w poprzednim punkcie;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania dotyczace
wielomianow, w ktorych wystepuja parametry.

— potrafi rozwiazywac¢ rdwnania i nierOwnosci
wielomianowe z warto$cia bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywa¢ zadania dotyczace wtasno$ci
wielomianow, w ktorych wystepuja parametry;

— potrafi rozwiazywac¢ rdwnania i nierOwnosci
wielomianowe z parametrem;

—potrafi rozwigzywac zadania tekstowe
prowadzace do rownan i nieréwnosci
wielomianowych;

—potrafi udowodni¢ wzory Viete’a dla rownania
trzeciego stopnia.

96




Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Wielomian W(x) = ax’ + bx* + cx +d, a# 0 ma
dwa rézne miejsca zerowe: X; =—2 oraz X, = 3,

przy czym pierwiastek X, jest dwukrotny. Dla

argumentu 1 warto$¢ wielomianu wynosi —12.

a) Wyznacz warto$ci wspotczynnikéw a, b, c, d.

b) Dla wyznaczonych wspdtczynnikow rozwiaz
nierownos¢ W(x) = 0.

Zadanie 2.

Roz16z na czynniki mozliwie najnizszego stopnia
wielomiany:

a) W(x)=125x"—8;

b) W(x)=9x"—4x* - 27x + 12;

¢) W(x)=6x"—12x+ 6x%

Podaj miejsca zerowe powyzszych wielomiandw.
Okresl krotnos¢ pierwiastkow.

Zadanie 3.
Dla jakich warto$ci parametru m reszta z dzielenia
wielomianu
W(x)=2x"-3x*+ax +a’x+2
przez dwumian (x — 1) jest wigksza od 3?

Zadanie 4.
Rozwiaz réwnanie i nierownos¢:
a) X +4x-2x—8=0;

b) (x*+ D(x—x"=35)(x*+6x+9)(x*-x+2)>0.

Zadanie 1.
Udowodnij , ze jesli x;, xo, X3 sa pierwiastkami
réwnania x° + px> + gx +r =0, to

X, +X,+X;=—p

XX, +X,X; +X,X; =(.

X X, Xy =-T

Zadanie 2.

Dla jakich warto$ci parametru m rownanie
X' +2(m-2)x*+m’—1=0

ma dwa rézne pierwiastki?

Zadanie 3.
W kulg o promieniu 10 cm wpisano walec, ktorego
objgtos¢ stanowi 43,2% objgtosci kuli.

Wyznacz wymiary walca.

Zadanie 4.
Rozwiaz nieréwno$é¢ x° < |6x — x°|.

Zadanie 1.

Znajdz wszystkie pary p, q liczb

catkowitych takie, ze wielomian

okreslony wzorem
W(x)=1-2x-9x* +x°

spetnia warunki
W(p)=q1W(q) =p.
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10. Funkcje wymierne
Tematyka zajec:
Dziatania na wyrazeniach wymiernych.

Funkcja homograficzna 1 jej wlasnosci.
Roéwnania 1 nierdwno$ci wymierne.

Definicja funkcji wymiernej; dziedzina funkcji wymierne;.

Zadania tekstowe prowadzace do rdGwnan 1 nierownosci wymiernych.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—potrafi na podstawie wzoru odrézni¢ funkcje
wymierng od innej funkcji;

—potrafi okresli¢ dziedzing funkcji wymiernej
(wyrazenia wymiernego);

—potrafi napisa¢ wzor funkcji wymiernej o zadanej
dziedzinie;

—potrafi sprawdzi¢, czy dane funkcje wymierne sa
rowne;

—potrafi wykonywac dzialania na wyrazeniach
wymiernych takie jak: skracanie wyrazen
wymiernych, rozszerzanie wyrazen wymiernych,
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych, okreslajac warunki
wykonalnosci tych dziatan;

—zna definicj¢ funkcji homograficznej

ax+b

,gdziec#01ad—cb #0;
cX +

Uczen:

—potrafi sprawnie wykonywac dzialania taczne na
wyrazeniach wymiernych;

—potrafi rozwiazywac¢ rdGwnania i nierOwnosci
wymierne;

—potrafi rozwigzywaé rdwnania i nierownosci
wymierne z warto$cia bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywac¢ uktady rownan 1
nierownos$ci wymiernych (w tym z wartos$cia
bezwzgledna);

— potrafi rozwiazywac rdwnania i nierOwnosci
wymierne z parametrem;

—potrafi rozwigzywac uktady rownan i
nier6wno$ci wymiernych (w tym z parametrem);
—potrafi rozwiazywac¢ zadania dotyczace wlasnosci

funkcji wymiernej (w tym z parametrem);

—potrafi dowodzi¢ whasnos$ci funkcji wymierne;j;

—potrafi narysowac¢ wykres funkcji homograficzne;j

Uczen:

—potrafi przeprowadzi¢ dyskusj¢ liczby

rozwiazan rownania wymiernego z
parametrem;

— potrafi rozwiazywac zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace funkcji wymiernych
wymagajace zastosowania
niekonwencjonalnych metod.
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—potrafi przeksztatci¢ wzor funkcji

y= ax+b , gdzie ¢ # 01 ad —cb # 0 do postaci
cx+d
y= +q;
X=p
—potrafi narysowa¢ wykres funkcji homograficznej
. k
orownaniuy = ——+q;
X=p
. . k
—potrafi na podstawie wzoru funkcjiy = ——+q

okresli¢ jej dziedzing 1 zbior wartosci;
—potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji
homograficznej oraz wspotrzedne punktu, w
ktorym hiperbola przecina o§ OY;;
—potrafi wyznaczy¢ przedziaty monotonicznos$ci

funkcjiy = L+q;
X—p

—potrafi porowna¢ warto$ci dwoch funkcji
homograficznych;

—potrafi przeksztatca¢ wykres funkc;ji
homograficznej w Sox, Sov, S(, 0), przesunigciu
réwnolegtym o dany wektor;

—potrafi rozwiazywac proste zadania z parametrem
dotyczace funkcji homograficznej;

—potrafi rozwiazywac proste zadania tekstowe
dotyczace proporcjonalno$ci odwrotnej;

— potrafi rozwiazywac proste roOwnania i
nierOwnosci wymierne.

z wartos$cia bezwzgledna 1 na podstawie wykresu
funkcji opisac jej wlasnosci;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania tekstowe
prowadzace do rownan i nieréwnosci
wymiernych.
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Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Promien duzego kota bicyklu ma dtugos¢ 54 cm, a
promien matego koétka — 20 cm. Oblicz ile obrotow
wykonato mate kotko, jesli w tym samym czasie
duze koto obrocito si¢ 50 razy. Jaka odlegtos¢
pokonat wtedy bicykl?

Zadanie 2.
a) Wyznacz dziedzing funkcji wymierne;j
okreslonej wzorem
2x* -8
x®=2x?-3x+6
Wyznacz miejsca zerowe funkcji.
Dla jakich argumentoéw funkcja przyjmuje
wartosci nieujemne?

f(x) =

b)
c)

Zadanie 3.
Rozwiaz réwnanie i nierownos¢:
x+9  x+5 _ x-l |
x> +x-12 x*-x-6 x’-9’
XX +3x-1< é
X
Zadanie 4.
. . ax—1
Dana jest funkcja o wzorze f(x) = .
x+2

Wyznacz a tak, aby do wykresu funkcji nalezat
punkt A (3, 1), a nastgpnie:

Zadanie 1.

Dla jakich warto$ci parametru m (meR)

nierownos¢

x> +(m+1)x -5
x*-x+1

jest spetniona przez kazda liczbg rzeczywista x?

—7< <3

Zadanie 2.
|x*—x|+1 B

Rozwiaz rownanie >
[x+1|—x

Zadanie 3.
ax+b

Funkcja f(x) =
X+cC

,a,b,ceR jest

monotoniczna w przedziatach (—oe, 3), (3, +o0),

zbiorem wartosci funkcji jest zbidr R — {2}, zas$ jej

miejscem zerowym jest liczba —2,5. Wyznacz

wartosci a, b, ¢, a nastepnie:

a) podaj zbidr argumentow, dla ktorych funkcja
osiaga warto$ci nieujemne

b) narysuj wykres funkcji g(x) = f(|x]) i na jego
podstawie zbadaj liczbg rozwiazan réwnania
g(x) = m, gdzie meR.

Zadanie 4.

Przez jeden z krandw woda wyplywa ze zbiornika,
a przez drugi do niego wptywa. Gdy otworzymy
oba krany, zbiornik zostanie napetniony woda w

Zadanie 1.
Rozwiaz rdwnanie z parametrem a
(aeR):

1 1 2(a+3)

atax 2x-x> x'—4x

Zadanie?2.
Wykaz, ze jesli ~+X +2 =1 i
a b ¢
2 2 2
i+E+£:0tox—2+y—2 Z—Z:I.
X y z a- b ¢
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a) sprowadz wzdr tej funkcji do postaci

0= +q:
X—p
b) okresl dziedzing 1 zbior wartosci tej funkcji;
¢) podaj przedziaty monotonicznosci funkcji.
Dla jakich argumentow wartosci funkcji f sa
x+3 0

wigksze od wartos$ci funkcji g(x) = S

ciagu 12 godzin. W ciagu ilu godzin pierwszy kran
oprdznia petny zbiornik , a drugi napetnia pusty
zbiornik, jesli wiadomo, Ze czas napelniania
zbiornika jest o godzing krétszy od czasu jego
oprozniania?

11. Ciagi
Tematyka zajec:

Definicja ciagu; ciag liczbowy.
Sposoby opisywania ciggow.

Ciagi monotoniczne.

Pojecie granicy ciagu liczbowego.
Wiasno$ci ciagdw zbieznych.

Ciag arytmetyczny.

Ciag geometryczny.

Szereg geometryczny.

Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci.

Oprocentowanie lokat 1 kredytéw (procent prosty i sktadany).
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna definicj¢ ciagu (ciagu liczbowego);

—potrafi wyznaczy¢ dowolny wyraz ciagu
liczbowego okreslonego wzorem ogdlnym;

—potrafi narysowa¢ wykres ciagu liczbowego
okreslonego wzorem ogdlnym;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji
monotonicznos$¢ ciagu liczbowego okreslonego
wzorem og6lnym;

—potrafi poda¢ przyktady ciagéow liczbowych
monotonicznych;

—potrafi sprawdzi¢, ktdre wyrazy ciagu naleza da
danego przedziatu;

—potrafi obliczy¢, ktore wyrazy ciagu maja podana
wartosc;

—rozumie intuicyjnie pojecie granicy ciagu
liczbowego zbieznego;

—zna i potrafi stosowac twierdzenie o dziataniach
arytmetycznych na granicach ciagow zbieznych;

—potrafi obliczy¢ granicg ciagu liczbowego (proste
przyktady);

—zna definicjg ciagu arytmetycznego;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji czy dany
ciag okreslony wzorem ogolnym jest
arytmetyczny;,

—potrafi poda¢ przyktady ciagéw arytmetycznych;

—zna i potrafi stosowa¢ w rozwigzywaniu zadan
wzOr na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego;

—zna 1 potrafi stosowa¢ w rozwigzywaniu zadan

Uczen:

—potrafi okresli¢ ciag wzorem rekurencyjnym;

—potrafi poda¢ wyrazy ciagu okreslonego wzorem
rekurencyjnym;

—potrafi, stosujac zasadg¢ indukcji matematyczne;j,
wykaza¢ rownowazno$¢ wzoru ogolnego i
rekurencyjnego danego ciagu;

—potrafi bada¢ wlasnos$ci ciagu okre§lonego
wzorem rekurencyjnym (np. monotoniczno$é
ciagu, zbiezno$¢ ciagu);

—zna definicjg 1 rozumie pojgcie granicy ciagu
liczbowego zbieznego;

—potrafi wykaza¢ na podstawie definicji, ze dana
liczba jest granica ciagu;

—potrafi oblicza¢ granice roznych ciagow
zbieznych;

—potrafi oblicza¢ granice niewtasciwe réznych
ciagdéw rozbieznych do nieskonczonosci,

—potrafi udowodni¢ wzdr na n-ty wyraz ciagu
arytmetycznego;

—potrafi udowodni¢ wzdr na n-ty wyraz ciagu
geometrycznego,

—potrafi udowodni¢ wzér na sumg n kolejnych
poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego;

—potrafi udowodni¢ wzér na sumg n kolejnych
poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania mieszane dotyczace
ciagdw arytmetycznego 1 geometrycznego;

—potrafi rozwiazywac rdzne zadania z

Uczen:

—zna, rozumie 1 potrafi zastosowaé
twierdzenie o trzech ciagach do
obliczenia granicy danego ciagu;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia
dotyczace wilasnos$ci ciagéow ( np.
twierdzenie o dziataniach
arytmetycznych na granicach ciagdéw
zbieznych, twierdzenie o trzech
ciagach, twierdzenie o zbiezno$ci
clagu monotonicznego i
ograniczonego oraz inne twierdzenia
dotyczace wilasnos$ci ciagow
zbieznych);

—potrafi rozwiazywac¢ zadania na
dowodzenie, w ktorych jest mowa o
ciagach;

—wie co to jest liczba e oraz potrafi
oblicza¢ granice ciagdéw z liczba e.
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wz6r na sumg n kolejnych poczatkowych
wyrazow ciagu arytmetycznego;

—potrafi wykorzysta¢ srednia arytmetyczna do
obliczenia wyrazu srodkowego ciagu
arytmetycznego;

—zna definicj¢ ciagu geometrycznego;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji czy dany
ciag okreslony wzorem ogdlnym jest
geometryczny;

—zna i potrafi stosowa¢ w rozwiazywaniu zadan
wz4r na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego;

—zna i potrafi stosowa¢ wzor na sume n kolejnych
poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego;

—potrafi wykorzysta¢ §rednia geometryczna do
obliczenia wyrazu srodkowego ciagu
geometrycznego;

—potrafi wyznaczy¢ ciag arytmetyczny
(geometryczny) na podstawie wskazanych
danych;

—potrafi odrozni¢ ciag geometryczny od szeregu
geometrycznego,

—zna warunek na zbiezno$¢ szeregu
geometrycznego 1 wzOr na sume szeregu;

—potrafi zbada¢ warunek na istnienie sumy szeregu
geometrycznego (proste przyklady);

—potrafi oblicza¢ sumg szeregu geometrycznego
(zamiana utamka okresowego na utamek zwykty,
proste rGwnania i nierdwnosci wymierne, proste
zadania geometryczne);

—potrafi oblicza¢ granice niewlasciwe ciagow
rozbieznych do nieskonczonosci (proste
przyktady);

zastosowaniem wiadomosci o szeregu
geometrycznym zbieznym.
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—potrafi stosowac procent prosty i sktadany w
zadaniach dotyczacych oprocentowania lokat 1
kredytow.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem ogdlnym
_3n+4

n+l

a) Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu.

b) Oblicz granicg ciagu.

c) Oblicz, ktére wyrazy ciagu naleza do

) 1 .3
rzedzialu (3=, 3>).
przedziatu ( 2 4)

n

Zadanie 2.

Suma czwartego i1 siodmego wyrazu ciagu
arytmetycznego wynosi 86, a suma drugiego i
trzynastego wyrazu tego ciagu jest rowna 22.
Znajdz pierwszy wyraz 1 rdzniceg tego ciagu. Oblicz
ile wyrazow tego ciagu daje w sumie liczbg
—73450.

Zadanie 3.

Firma zdeponowata w banku pewna kwot¢
pieniedzy na trzy lata. Po tym okresie na koncie tej
firmy byto 283031,15 zt. Wiedzac, Ze roczna stopa
procentowa wynosita 20%, a odsetki
kapitalizowane byty co pot roku, oblicz jaka kwotg
zdeponowata firma.

Zadanie 1.
a) Wykaz, na podstawie definicji, ze liczba % jest

2n+1
3n-2°
b) Oblicz granice ciagow:

e a,=Vn’-2n -n

granica ciagu a, =

I 1 1
I+—+—+.... —
o b,= 9 3
I 1 1
I+—+—+..+——
16 4"
Zadanie 2.

Srodkowy wyraz arytmetycznego ciagu
pigeciowyrazowego wynosi 5. Wyrazy: pierwszy,
drugi 1 piaty tego ciagu wyznaczaja ciag
geometryczny. Wyznacz wyrazy ciagu
geometrycznego.

Zadanie 3.
Dany jest ciag okreslony wzorem rekurencyjnym:

Zadanie 1.

Udowodnij, ze jesli a, b, ¢ 1 d tworza
ciag geometryczny to

@ +b°+ ) (b2 +ct+d’) =
(ab+be +cd )~

Zadanie 2.

Oblicz granice ciagdéw:

2n’ -cos(4n)
n’+3n+5 "’

RN
b) bn=[n ’ j .
n

a) ap,=
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Zadanie 4.
Zapisz liczbg 0,93303303303...... w postaci ilorazu
dwoch liczb catkowitych

Rozwiaz rownanie 2x + 4 + E =_ E

X 37

1

bl =5
bn+l :bn + ln
2

Udowodnij, ze b, = é— .
2 2"

12. Funkcje wykladnicze i logarytmiczne

Tematyka zajec:

Funkcja wyktadnicza 1 jej wlasnosci.
Roéwnania 1 nierdwno$ci wyktadnicze.
Definicja logarytmu liczby dodatnie;.
Wtasnosci logarytmow.

Funkcja logarytmiczna 1 jej wlasnosci.
Roéwnania 1 nierownosci logarytmiczne.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna definicj¢ funkcji wyktadniczej;

—potrafi odr6zni¢ funkcje¢ wyktadnicza od innych
funkcji;

—potrafi szkicowaé wykresy funkcji
wyktadniczych;

—potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji wyktadniczej na
podstawie jej wykresu,

Uczen:

—potrafi szkicowa¢ wykresy funkcji
wyktadniczych z warto$cia bezwzgledna;

—potrafi szkicowaé wykresy funkcji
logarytmicznych z warto$cia bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywac¢ rdwnania i nierOwnosci
wyktadnicze 1 logarytmiczne;

—potrafi rozwigzywaé rdwnania i nierownosci

Uczen:

—potrafi rozwigzywac¢ rownania i
nieréwnosci wyktadnicze z
parametrem;

—potrafi rozwigzywac¢ rownania i
nieréwnosci logarytmiczne z
parametrem

—potrafi rozwiazywac¢ zadania na
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—potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
wyktadniczych (Sox, Sovy, S,0), przesunigcie
réwnolegte o dany wektor);

—potrafi rozwiazywac algebraicznie 1 graficznie

wyktadnicze oraz logarytmiczne z warto$cia
bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywac¢ uktady rownan 1
nierownos$ci wyktadniczych oraz

dowodzenie z zastosowaniem
wiadomosci o funkcji wykladnicze;j i
logarytmicznej;

—potrafi dowodzi¢ wiasnosci

proste rGwnania oraz nieréwnosci wyktadnicze; logarytmicznych; logarytmow.
—potrafi obliczy¢ logarytm liczby dodatniej; —potrafi rozwiazywaé rownania wyktadniczo —
—zna i potrafi stosowa¢ wtasnosci logarytmow do potegowo — logarytmiczne;
obliczania warto$ci wyrazen; —potrafi narysowac zbidr punktow ptaszczyzny
— zna definicje funkcji logarytmicznej; spetniajacy dane rownanie lub nieréwno$¢ z
—potrafi odrozni¢ funkcjg¢ logarytmiczna od innej dwiema niewiadomymi w ktérych wystepuja
funkcji; logarytmy;
— potrafi okre$li¢ dziedzing funkcji logarytmicznej; | —Potrafi bada¢, na podstawie definicji, wtasnosci
— potrafi szkicowaé wykresy funkcji funkcji wyktadniczych 1 logarytmicznych (np.
logarytmicznych; parzysto$¢, nieparzystos¢ funkcji);
— potrafi opisa¢ wlasnosci funkcji logarytmicznej |~ potrafi stosowac wiadomosci o funkeji
na podstawie jej wykresu; wyktadniczej 1 logarytmicznej w roznych
—potrafi przeksztatcaé wykresy funkcji zgdaniach (np. z zastosowaniem Wiadomoéci 0
logarytmicznych (Sox, Soy. S0.0, przesuniecie ciagach, szeregu geometrycznym itp.).
réwnolegte o dany wektor);
—potrafi rozwiazywac algebraicznie 1 graficznie
proste rownania oraz nierdwnosci logarytmiczne.
Przykladowe zadania
Zadanie 1. Zadanie 1. Zadanie 1.

a) Rozwiaz graficznie rownanie
P 1=—2x"+4x.

o y 3 2
b) Rozwiaz nier6wnos¢ log, —— >log, —.
2 X— 1 1 Xt 1
¢) Rozwiaz rownanie

log(x + 3) —log 0,4 = 2log (x — 2).

Rozwiaz rownanie i nierdwnosc¢:
1 _ - -
a) Z\/12—3x+1 =3% =3 -3 3 4

4
b) log, 8+log, 8< log, x

. > log,x* -4

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru
m, me R, dla ktérych rdwnanie

log[(m + 4)x] = log(x” + 2x)
ma tylko jedno rozwiazanie, ktore jest
liczba ujemna.
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Zadanie 2.
Okresl dziedzing funkcji

f(x)=log . (x> —2x-3).

Zadanie 3.
Narysuj wykres funkcji f(x) = 1 — log,(x+3) ina
jego podstawie omow wiasnos$ci funkcji.

Zadanie 2.

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych zaznacz
zbior tych punktow plaszczyzny, ktorych
wspoélrzedne spetniaja warunek:

log,,, (y—=4)<l.

Zadanie 3.
Zbadaj parzystos¢ (nieparzystosc) funkcji

f(x) = 10g(x+\/1+ x* )

Zadanie 2.
Wykaz, ze
log,5+logs6+1log, 7+log,8=4,4.

13. Indukcja matematyczna, dwumian Newtona

Tematyka zajec:

e Zasada indukcji matematycznej 1 jej zastosowanie w dowodzeniu twierdzen.

e Symbol Newtona i jego wiasnosci.
e Dwumian Newtona.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna symbol “silnia”;

—potrafi oblicza¢ warto$ci wyrazen z symbolem
silnia;

—zna symbol Newtona;

—potrafi oblicza¢ wartosci wyrazen z symbolem
Newtona;

— potrafi upraszcza¢ wyrazenia zawierajace symbol

Uczen:

—potrafi rozwiazywac¢ rdwnania w ktérych
wystepuje symbol Newtona;

—potrafi oblicza¢ wartosci wyrazen w ktorych
wystepuje symbol Newtona (trudniejsze
przyktady);

—potrafi udowodni¢ i stosowac wtasnosci symbolu
Newtona;

Uczen:

—potrafi stosowac zasade¢ indukcji
matematycznej w dowodzeniu
twierdzen (np. dowodzenie
prawdziwosci nierdwnosci, w ktorych
jest mowa o wlasnosciach liczb
naturalnych).
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silnia oraz symbol Newtona;

—potrafi rozpisa¢ wzor dwumianowy Newtona
(potrafi znalez¢ odpowiednie wspotczynniki
korzystajac z trojkata Pascala);

—potrafi zastosowa¢ zasadg indukcji
matematycznej, do wykazania prawdziwosci
wzorow ( rownosci) dotyczacych liczb
naturalnych.

—potrafi stosowa¢ wzor dwumianowy Newtona w
rozwiazywaniu zadan;

—potrafi wyznaczy¢ dowolny wyraz w rozwinigciu
dwumianu Newtona;

—potrafi stosowac¢ zasade¢ indukcji matematyczne;j
w dowodzeniu podzielnosci liczb naturalnych.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz warto$ci wyrazen:

21 21
(i)
a) ——<
21
2.
)
b) 5!-2!4!.
Zadanie 2.

Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia i
podaj zatozenia:

2) 2n-2)(n-3)! :
(2n—=5)!n!
n+1
b) n-2

a2l

Zadanie 1.
Oblicz n, jesli:

2n-3 2n-3
+ =15.
(2n—5j (2n—4j

Zadanie 2.
Wyznacz §rodkowy wyraz rozwinigcia:

)

Zadanie 3.
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n,

liczba 2°"' + 9" jest podzielna przez 11.

Zadanie 1.
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej
dodatniej n, zachodzi nier6wnos$¢:
1 1 1 1
+ + +..+
n+l n+2 n+3 3n+1

>1.
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Zadanie 3.
Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona,
zapisz w postaci sumy (x + 2)°.

Zadanie 4.

Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej dodatnie;j
n zachodzi rownos¢:

n(n+1)(2n+1)

6

124+22+3%+4%+ .. +n°=

14. Trygonometria, cz. 1

Tematyka zajec:

Miara tukowa kata.

Wzory redukcyjne.
Wykresy funkcji trygonometrycznych.

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym.

Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata.
Podstawowe tozsamosci trygonometryczne.

Proste réwnania 1 nierd0wnosci trygonometryczne.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—potrafi obliczy¢ wartosci funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie
prostokatnym o danych dtugo$ciach bokow;

Uczen:

—zna definicje funkcji trygonometrycznych
dowolnego kata;

—potrafi okres$li¢ znaki funkcji

Uczen:

—potrafi rozwiazywac¢ zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci,
wymagajace niekonwencjonalnych
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—potrafi znalez¢ w tablicach kat o danej wartos$ci
funkcji trygonometrycznej;

—potrafi odczyta¢ z tablic warto$ci funkcji
trygonometrycznych danego kata;

—zna wartosci funkcji trygonometrycznych katow
o miarach 30°, 45°, 60°;

—potrafi oblicza¢ wartosci wyrazen zawierajacych
funkcje trygonometryczne katéw o miarach 30°,
45°, 60°;

—potrafi obliczy¢ wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego, gdy dana jest
jedna z nich;

—zna i potrafi stosowac podstawowe tozsamosci
trygonometryczne:

.2 2 sin o
sin“oL + cos"aL = 1, tgoL = , tgo-ctga = 1;
cosaL
—potrafi dowodzi¢ proste tozsamosci

trygonometryczne;

—potrafi stosowa¢ wzory redukcyjne;

—potrafi rozwiazywac trojkaty prostokatne;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania
geometryczne z wykorzystaniem funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie
prostokatnym;

— potrafi stosowa¢ miarg¢ tukowa i stopniowa kata
(zamienia¢ stopnie na radiany 1 odwrotnie).

trygonometrycznych w poszczegolnych
¢wiartkach uktadu wspotrzednych;

—potrafi konstruowac katy w uktadzie
wspotrzednych w oparciu o wartosci funkcji
trygonometrycznych;

—potrafi wyznaczy¢ warto$ci pozostatych funkc;ji
trygonometrycznych dowolnego kata, gdy dana
jest wartos$¢ jednej z nich;

—potrafi dowodzi¢ rézne tozsamosci
trygonometryczne;

—potrafi rysowacé wykresy funkcji
trygonometrycznych i na ich podstawie okresla¢
wlasnos$ci funkcji trygonometrycznych;

—potrafi rozwigzywacé proste rOwnania i
nierOwnosci trygonometryczne na podstawie
wykresow funkcji trygonometrycznych;

—potrafi przeksztatca¢ wykresy funkcji
trygonometrycznych (symetria wzgledem osi
OX, symetria wzgledem osi OY, symetria
wzgledem punktu O(0, 0), przesunigcie
réwnolegte o wektor) oraz napisa¢ wzor funkeji,
ktorej wykres otrzymano w danym
przeksztatceniu.

pomystoéw 1 metod.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
a) Oblicz warto$¢ wyrazenia:

Zadanie 1.

Zadanie 1.
Wykaz, ze rGwnanie
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sin30° - cos 60 °© + tg 45° - ctg 30°.
b) Zamien na stopnie: %n rad, S rad.

¢) Zamien na radiany: 150°, 36°.

Zadanie 2.

W trojkacie prostokatnym ABC dane sa: dlugo$é

przeciwprostokatnej [BC| = V146 cm oraz dhugosé

przyprostokatnej |AB| =5 cm.

a) Oblicz dlugos¢ drugiej przyprostokatne;.

b) Oblicz miary katow ostrych trojkata (skorzystaj
z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych).

¢) Oblicz dlugos¢ wysokosci trojkata
poprowadzonej na przeciwprostokatna oraz
cosinus kata jaki tworzy ta wysokos¢ z krotsza
przyprostokatna.

Zadanie 3.

Kat wzniesienia wiezy, zmierzony w odlegtosci
80 m od jej podstawy, ma miarg 48°. Jaka
wysoko$¢ ma wieza?

Zadanie 4.
Wyznacz wartos$ci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego o wiedzac, ze

tgor =+
3.

Zadanie 5.
Sprawdz, czy rownos¢

Zbuduj kat o mierze o takiej, ze cos oL =— % .

Zadanie 2.
. . 1 )
Wiedzac, ze sino, + coso. = —, oblicz:

NG

sin’a + cos’a.

Zadanie 3.
Na podstawie wykresow odpowiednich funkcji
trygonometrycznych:

V2

a) rozwiaz rownanie cosoL = — —;

C e, | ) 3 ..
b) rozwiaz nier6wnos¢ — 5 <sino < —, jeslhi
ae ( —, 2m).

Zadanie 4.

Balon wznosi si¢ pionowo. W chwili, gdy znajduje
si¢ on na wysokosci h metréw nad ziemia, osoba
lecaca balonem mierzy kat depresji o przedmiotu
znajdujacego si¢ na ziemi. Po uptywie t sekund
powtarza pomiar i otrzymuje kat 3. Z jaka $rednia
predkos$cia v wznosi si¢ balon?

sin X = 2 sin48° - cos42°
nie ma rozwiazan.

111




coso+tg o 1 1
= +

sincicosa.  sino  cos’ o
jest tozsamo$cig trygonometryczna.

15. Trygonometria, cz. 2

Tematyka zajec:

e Funkcje trygonometryczne sumy 1 rdéznicy katow.
e Funkcje trygonometryczne wielokrotnosci kata.

e Sumy 1 r6znice funkcji trygonometrycznych.

e Rownania 1 nierdwnosci trygonometryczne.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna wzory na funkcje trygonometryczne sumy i
r6znicy katdéw 1 potrafi je stosowac do
rozwiazywania prostych zadan;

—zna wzory na funkcje trygonometryczne
wielokrotnosci kata i potrafi je stosowac do
rozwiazywania prostych zadan;

—zna wzory na sumy i réznice funkcji
trygonometrycznych i potrafi je stosowaé do
rozwiazywania prostych zadan;

—potrafi rozwiazywacé proste rOwnania i
nier6wnosci trygonometryczne z zastosowaniem
poznanych wzoréw.

Uczen:

—potrafi stosowa¢ wzory na funkcje
trygonometryczne sumy i roznicy katow, wzory
na sumy 1 réznice funkcji trygonometrycznych,
wzory na funkcje trygonometryczne
wielokrotnos$ci kata do przeksztatcania wyrazen
trygonometrycznych;

—potrafi stosowa¢ wzory na funkcje
trygonometryczne sumy i réznicy katow, wzory
na sumy i réznice funkcji trygonometrycznych,
wzory na funkcje trygonometryczne
wielokrotnosci kata do dowodzenia tozsamosci
trygonometrycznych;

Uczen:

—potrafi rozwiazywac zadania o
podwyzszonym stopniu trudnos$ci lub
wymagajace nickonwencjonalnych
pomystow i metod rozwiazywania.
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—potrafi rozwiazywac¢ rGwnania nierownosci
trygonometryczne z zastosowaniem wzorow na
funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow,
wzorow na sumy i roznice funkeji
trygonometrycznych, wzordw na funkcje
trygonometryczne wielokrotnos$ci kata;

—potrafi rozwigzywaé rdwnania i nierownosci
trygonometryczne z wartoscia bezwzgledna z
zastosowaniem poznanych wzoréw;

—potrafi okresli¢ zbior warto$ci funkcji
trygonometrycznej;

—potrafi wyznaczy¢ okres podstawowy funkcji
trygonometrycznej;

—potrafi rozwigzywaé¢ rdwnania trygonometryczne
z parametrem,;

—potrafi rysowacé wykresy funkcji
trygonometrycznych z warto$cia bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywac rdzne zadania z innych
dziatow matematyki, w ktérych wykorzystuje si¢
wiadomosci 1 umiejgtnosci z trygonometrii.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz warto$¢ wyrazenia coso. — cosf, jesli

. 1 . V7 (11: j
sink= —,sinf=—io,Pe|—,m|.
3 5 2

Wiedzac, ze o (g,nj , Pe (O, gj oraz sino,=

1
3

Zadanie 1.
Wyznacz zbi6r warto$ci funkcji

f(x)=cosx + cos%.

Zadanie 2.
o

Wykaz, ze 2(1 + coso) — sin’o, = 400545'

Zadanie 1.
Rozwiaz rownanie:
log. .. (sinx)+log  (cosx)=2.
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isinf = %, oblicz sin (o + ).

Zadanie 2.
Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu

o
1 + cosa + COSE

Zadanie 3.
Sprawdz, czy prawdziwa jest tozsamos$¢
sin 20

1+ cos2a

Zadanie 4.
Rozwiaz rownania i nierdwnosci:

a) 2sin( 3x - g) — 1

b) 4cos’x — 8cos’x — cos x + 2 = 0.

= tg o, podaj konieczne zalozenia.

Zadanie 3.
Dla jakich warto$ci parametru m (me R) rownanie

. 4 4 . .
sin X + COS X = m ma rozwigzanie.

Zadanie 4.

a) Rozwiaz rOwnania:
sin X — \/gcosxz 1;
sin 3X + sin X = cOS X.

b) Rozwiaz nieréwnosci:

1+ cosx

cos 4x + 2cos’x = 1.

16. Podstawowe wlasnosci figur geometrycznych na plaszczyznie, cz.1

Tematyka zajec:

Pojecie odleglosci.

Katy.

Lamana, wielokat.

Potozenie prostych na ptaszczyznie.

Punkty, proste, potproste, odcinki, figury wypukle, figury wklgste.

Figury ograniczone, figury nieograniczone.
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e Trojkaty — podzial, wiasnosci.
e Srodkowe trojkata.
Przystawanie trojkatow.

Nierownos¢ trojkata.

Suma katow w trojkacie.

Wysokosci w trojkacie.

Zalezno$ci miedzy bokami i katami w trojkacie.
Twierdzenie o dwoch prostych réwnoleglych przecigtych trzecia prosta.

Symetralne bokéw w trojkacie.
Dwusieczne katow w trojkacie.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna figury podstawowe (punkt, prosta,
plaszczyzna, przestrzen) i potrafi zapisac relacje
migdzy nimi;

—zna pojecie figury wypuktej i wklgstej, potrafi
poda¢ przyktady takich figur;

—zna pojegcie figury ograniczonej i figury
nieograniczonej, potrafi poda¢ przyktady takich
figur;

—rozumie poj¢cie odlegtosci, umie wyznaczy¢
odlegtos¢ dwodch punktow, punktu od prostej,
dwoéch prostych rownoleghych;

—zna okreslenie kata i podzial katow ze wzgledu
na ich miarg;

—zna pojgcie katow przylegtych 1 katow
wierzchotkowych oraz potrafi zastosowac

Uczen:

—zna i rozumie aksjomatyczna definicjg
odleglosci;

—zna twierdzenia o zaleznos$ciach migdzy katami i
bokami w trojkacie;

—zna poj¢cie kata zewnetrznego wielokata, umie
uzasadni¢, ze suma katow zewnetrznych w
wielokacie jest stala;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o czgsci wspolnej
figur wypuktych;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o dwusiecznych
katow przyleglych;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o liczbie
przekatnych w wielokacie;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o odcinku
taczacym s$rodki bokow w trojkacie;

Uczen:

—potrafi wskaza¢ metryki
nieeuklidesowe 1 narysowaé niektore
figury w tych metrykach;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o
srodkowych w trojkacie;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia
moéwiace o zaleznosciach migdzy
katami 1 bokami w trojkacie;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia o
dwoch prostych przecigtych trzecia
prosta;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o
wysokos$ciach w trojkacie;

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania o podwyzszonym stopniu
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wlasnosci tych katow w rozwiazaniu prostych
zadan;

—umie okresli¢ potozenie prostych na
plaszczyznie;

—zna pojecie dwusiecznej kata i symetralne;j
odcinka, potrafi zastosowa¢ wtasnos¢
dwusiecznej oraz symetralnej odcinka w
rozwiazaniu prostych zadan, a takze
skonstruowac¢ dwusieczna danego kata 1
symetralna danego odcinka;

—zna okreslenie tamanej, umie stwierdzi¢, czy
dana figura zbudowana z odcinkow jest tamana;

—zna okres$lenie wielokata 1 przekatnej wielokata;

—zna i potrafi zastosowa¢ wzor na liczbg
przekatnych wielokata;

—zna pojgcie wielokata foremnego i potrafi
rozrozni¢ takie wielokaty;

—zna podziat trojkatéw ze wzgledu na boki i katy;

—zna twierdzenie Pitagorasa i umie je zastosowac
w rozwiazywaniu prostych zadan;

—zna i umie zastosowac¢ w zadaniach wlasnos¢
wysokosci w trojkacie prostokatnym
poprowadzonej na przeciwprostokatna;

—zna twierdzenie o srodkowych w trojkacie oraz
potrafi je zastosowa¢ w rozwigzaniu prostych
zadan;

—zna twierdzenie o odcinku taczacym $rodki
dwoch bokoéw oraz potrafi je zastosowaé w
rozwigzaniu prostych zadan;

—zna twierdzenie o sumie katéw w trojkacie oraz
potrafi je zastosowa¢ w rozwiazaniu prostych
zadan;

—potrafi uzasadni¢, ze symetralna odcinka jest
zbiorem punktow plaszczyzny rownoodlegtych
od koncoéw odcinka;

—potrafi udowodni¢ twierdzenie o sumie katow w
trojkacie (wielokacie);

—potrafi udowodni¢ twierdzenia o symetralnych
bokoéw i dwusiecznych katéw w trojkacie;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania o $rednim stopniu
trudnosci dotyczace odcinkow, prostych,
pOlprostych, katow i trojkatow, z zastosowaniem
poznanych twierdzen.

trudnosci dotyczace odcinkow,
prostych, poétprostych, katéw i

trojkatow, w tym z zastosowaniem

poznanych twierdzen.
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—zna pojgcie srodka cigzkosci trojkata;

—zna twierdzenie o symetralnych bokéw w
trojkacie;

—zna twierdzenie o dwusiecznych katéw w
trojkacie;

—zna trzy cechy przystawania trojkatow i potrafi je
zastosowac w rozwiazaniu prostych zadan.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Punkty A, B naleza do figury wypukiej F. Jakie
inne punkty na pewno naleza do tej figury?

Zadanie 2.

Na ptaszczyznie dane sa punkty: A, B, P, Q przy
czym A #B, |AP| = V12 cm, BP|=3 \/Ecm,
|AQ| = 4?9 cm, [BQ|=5,(4)cm. Sprawdz, czy
punkty P, Q naleza do symetralnej odcinka AB. Z
jakiej wlasnos$ci symetralnej skorzystasz?

Zadanie 3.

W trdjkacie o katach 20°, 60°, 100° poprowadzono
dwusieczne tych katow. Oblicz miary katow
powstalych w ten sposéb szesciu trojkatow.

Zadanie 4.
Czy ponizsze trojkaty sa przystajace? Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 1.

Dtugosci odcinkéw AB, AC, BC, BD 1 CD
spetniaja warunki: |AB| = |AC| + [BC| oraz [BC| +
IBD| = |CD|. Uzasadnij, ze punkty A, B, C, D leza
na jednej prostej.

Zadanie 2.
W tréjkacie ABC ze srodka kazdego boku

prowadzimy odcinki prostopadte do dwdch bokow.

Wykaz, ze odcinki te przecinaja si¢ parami na
wysokosciach trdjkata ABC.

Zadanie 3.

W tréjkatach ABC 1 A;B,C; poprowadzono
dwusieczne BD i B|D;. Wykaz, ze jesli

IBC| = B1Cil, |[£B|=|£B4| i [BD| = [BiD;, to
AABC = AAB,C,.

Zadanie 4.

W trdjkacie ABC, |ZC| = 60°, |£B| =45°,
poprowadzono wysoko$¢ CD. Punkt D potaczono
odcinkiem ze srodkiem E boku CB. Uzasadnij, ze

Zadanie 1.

Czy ponizsza figur¢ mozna narysowac
jednym pociagnig¢ciem otdwka, bez
odrywania otowka od kartki, kazdy
odcinek kreslac tylko jeden raz?
Odpowiedz uzasadnij.

/N

Zadanie 2.
Niech a, b, ¢ beda dtugosciami bokow
w dowolnym trojkacie. Uzasadnij, ze
prawdziwa jest nieroOwnos¢

a’ +b” + ¢? < 2(ab + bc + ca).
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DE L CB oraz |DE| = %|CB|.

17. Podstawowe wlasnosci figur geometrycznych na plaszczyznie, cz.2

Tematyka zajec:

Koto i okrag.

Wzajemne potozenie prostej 1 okregu.
Wzajemne potozenie dwdch okregow.

Katy w kole (katy wpisane, katy srodkowe).

Kat dopisany do okregu.

Zwiqzki miarowe miedzy odcinkami stycznych i siecznych.
Czworokaty.

e Trapezy.

e  Rownolegloboki.

e  Trapezoidy.

Wielokaty wpisane w okrag i opisane na okrggu.
Trojkaty wpisane w okrag 1 opisane na okrggu.
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e (Czworokaty wpisane w okrag 1 opisane na okregu.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna definicj¢ kota i okrggu, poprawnie postuguje
si¢ terminami: promien, $rednica, tuk, srodek
okregu;

—umie okresli¢ wzajemne potozenie prostej i
okregu;

—zna okreslenie stycznej do okrggu, potrafi
skonstruowac styczna do okregu, przechodzaca
przez punkt lezacy w odlegtosci wigkszej od
srodka okregu niz dtugo$¢ promienia okrggu,
potrafi skonstruowac styczna do okrggu
przechodzaca przez punkt lezacy na okrggu;

—zna twierdzenie o stycznej do okregu, potrafi je
zastosowa¢ w rozwiazywaniu prostych zadan;

—zna twierdzenie o odcinkach stycznych i potrafi
je stosowac w rozwigzywaniu prostych zadan;

—zna twierdzenie o zwiqzkach miarowych miedzy
odcinkami stycznych i siecznych i potrafi
zastosowac je w zadaniach

—umie okresli¢ wzajemne potozenie dwoch
okregow;

—postuguje si¢ terminami: kat wpisany w koto, kat
srodkowy kota; zna twierdzenia dotyczace katow
wpisanych i srodkowych i umie je zastosowaé w
rozwiazywaniu prostych zadan;

Uczen:

—zna dowdd twierdzenia o odcinkach stycznych;

—zna dowod twierdzenia o zwiqzkach miarowych
miedzy odcinkami stycznych i siecznych

—zna dowody twierdzen o katach srodkowych i
wpisanych;

—wie, co to jest kat dopisany do okregu;

—zna twierdzenie o katach dopisanym do okregu 1
wpisanym w okrag — opartych na tym samym
tuku;

—zna i potrafi udowodni¢ twierdzenie o odcinku
taczacym srodki przekatnych trapezu;

—wie, ze odcinki laczace srodek okrggu wpisanego
w trapez z koncami jednego ramienia tworza kat
prosty;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania o $rednim stopniu
trudnosci dotyczace okrggow, stycznych, katow
srodkowych, wpisanych i1 dopisanych, z
zastosowaniem poznanych twierdzen;

—zna dowdd twierdzenia o odcinku taczacym
srodki ramion trapezu;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczace czworokatow, w tym
trapezoéw 1 rownoleglobokow;

Uczen:

—zna dowody twierdzen o okrggu
wpisanym w czworokat 1 okregu
opisanym na czworokacie;

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania o podwyzszonym stopniu
trudnos$ci dotyczace okrggdw,
czworokatow, wielokatéw wpisanych
w okrag i opisanych na okrggu, w
tym z zastosowaniem poznanych
twierdzen.
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—zna podziat czworokatow;

—potrafi wyr6zni¢ wsrdd trapezow trapezy
prostokatne 1 trapezy rbwnoramienne, poprawnie
postuguje si¢ takimi okre§leniami jak: podstawa,
ramig, wysokos$¢ trapezu,

—wie, ze suma katow przy kazdym ramieniu
trapezu jest rowna 180° i umie t¢ wlasno$é
wykorzysta¢ w rozwiazaniach prostych zadan;

—zna twierdzenie o odcinku taczacym $rodki
ramion trapezu i umie zastosowac je w
rozwiazaniach prostych zadan;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania dotyczace
wlasnosci trapezow, w tym rowniez z
wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

—zna podstawowe wtasnosci rownolegtobokdw i
umie je stosowa¢ w rozwiazaniach prostych
zadan;

—wie, jakie wlasno$ci ma romb i umie je stosowac
w rozwiazaniach prostych zadan;

—wie, co to sa trapezoidy, potrafi podac przyktady
takich figur;

—wie, czym charakteryzuje si¢ deltoid;

—rozumie co to znaczy, ze wielokat jest wpisany w
okrag, wielokat jest opisany na okregu;

—potrafi konstrukcyjnie wpisa¢ okrag w dowolny
trojkat;

—potrafi konstrukcyjnie opisa¢ okrag na dowolnym
trojkacie;

—wie, gdzie znajduje si¢ srodek okregu opisanego
na trdjkacie prostokatnym;

— potrafi rozwiazywac proste zadania dotyczace

—potrafi rozwiazywac¢ zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczace okrggow wpisanych w
trojkat i opisanych na trojkacie;

—potrafi zastosowac twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat 1 okrggu opisanym na
czworokacie w rozwigzywaniu zadan o Srednim
stopniu trudnosci;

—potrafi zastosowac twierdzenia o okrggu
wpisanym w czworokat i okrggu opisanym na
czworokacie do rozwiazania zadan o Srednim
stopniu trudnos$ci dotyczacych trapezéw
wpisanych w okrag 1 opisanych na okrggu.
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trojkatow wpisanych w okrag i opisanych na
okregu;

—zna warunki jakie spelnia¢ musi czworokat, aby
mozna bylo okrag wpisa¢ w czworokat oraz aby
mozna bylo okrag opisa¢ na czworokacie; potrafi
zastosowac te warunki w rozwiazaniach prostych
zadan;

—potrafi rozwiazywac proste zadania dotyczace
trapezOw wpisanych w okrag 1 opisanych na
okrggu, w tym rowniez z wykorzystaniem
wczesniej poznanych wtasnosci trapezu.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Miara kata utworzonego przez dwa promienie
okregu wynosi 146°. Oblicz miarg kata, ktory
tworza styczne poprowadzone przez konce tych
promieni.

Zadanie 2.
Odcinek AD na rysunku ponizej ma dlugos¢ 23
cm. Oblicz obwod trojkata ABC.

Zadanie 1.

Do okregdéw O 1 O, stycznych zewngtrznie w
punkcie A poprowadzono wspdlna styczna
zewngtrzng BC (B, C — punkty stycznosci). Oblicz
miare kata BAC.

Zadanie 2.

Uzasadnij, ze odcinek taczacy srodki przekatnych
dowolnego trapezu jest rownolegly do podstaw i
jego dtugos¢ jest rowna potowie roznicy dtugosci
podstaw.

Zadanie 1.

W danym okrggu punkt A jest
srodkiem tuku BC, a dwie dowolne
cigciwy AD, AE przecinaja cigciwe BC
w punktach B; 1 C,. Wykaz, ze
wowczas na czworokacie B;C,ED
mozna opisac okrag.
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Zadanie 3.

Z kawatka materialu w ksztalcie trapezu
prostokatnego o podstawach dlugosci 1,2 mi 0,4 m
oraz wysokos$ci 1,5 m wycigto choragiewke w
ksztalcie trojkata rownoramiennego, ktorego
podstawa jest dluzsze ramig trapezu, a jeden z
wierzchotkdéw nalezy do krotszego ramienia
trapezu.

a) Wyznacz dhugosci odcinkow, na jakie ten
wierzchotek podzielit krotsze ramig trapezu.
b) Oblicz dlugosci bokdéw choragiewki.
Wyniki podaj z doktadnoscia do 0,01 m.

Zadanie 4.

W réwnolegtoboku ABCD wysoko$¢ DE o
dtugosci 8 cm dzieli bok AB na odcinki dlugosci:
|AE| = 4,5 cm, |[EB| = 6 cm. Oblicz dlugosci
przekatnych tego rownolegloboku.

Zadanie 5.

Odcinek taczacy $rodki ramion trapezu ma dtugos¢
8 cm. Wiedzac, ze w ten trapez mozna wpisac
okrag, oblicz obwad trapezu.

Zadanie 3.

Wykaz, ze $rodki przekatnych trapezoidu i §rodki
dwoch przeciwleglych jego bokow sa
wierzchotkami réwnolegtoboku.

Zadanie 4.

Tréjkat ABC wpisano w okrag. Poprowadzono
wysokos¢ z wierzchotka C 1 przedtuzono ja do
przecigcia z okregiem w punkcie D. Wykaz, ze
|ZADB| = |£ZASB|, gdzie S jest punktem przecigcia
wysokosci trojkata ABC.

Zadanie 5.
W trapez ABCD, AB || CD, wpisano okrag o
srodku O. Uzasadnij, ze | £ZBOC| = 90°.

18. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow

Tematyka zajec:

e Twierdzenie sinusoOw.
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e Twierdzenie cosinusoOw.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna twierdzenie sinuséw, potrafi je zastosowac
do wyznaczenia dtugosci boku trojkata, sinusa
kata lub dtugosci promienia okrggu opisanego na
trojkacie;

—zna twierdzenie cosinusow, potrafi je zastosowac
do wyznaczenia dtugo$ci boku trdjkata lub
cosinusa kata w trojkacie;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania
geometryczne z zastosowaniem twierdzenia
sinusOw I cosinusow.

Uczen:

—zna dowod twierdzenia sinusow 1 twierdzenia
coSIinusSoOw;

—potrafi rozwiazywaé zadania geometryczne o
$rednim stopniu trudnos$ci z wykorzystaniem
twierdzenia sinuséw 1 twierdzenia cosinusow.

Uczen:

— potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania geometryczne o
podwyzszonym stopniu trudnos$ci z
wykorzystaniem twierdzenia sinusOw
lub twierdzenia cosinusow.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

W trojkacie ABC sa dane: |[£A| = 80°, |[£B| = 55°,
|AB| =10 cm. Oblicz dtugo$¢ promienia okregu
opisanego na tym trojkacie.

Zadanie 2.
Dtugosci bokéw trojkata sa rowne: 2 cm, 5 cm,
6 cm. Oblicz cosinusy katéw tego trojkata.

Zadanie 3.
Oblicz dtugosci przekatnych d;, d,

Zadanie 1.

Przekatna rownolegtoboku poprowadzona z
wierzchotka kata rozwartego ma dtugos¢ 18 cm 1
dzieli ten kat na katy o miarach 45° 1 75°. Wyznacz
dtugosci bokow réwnolegloboku.

Zadanie 2.

Suma dtugosci dwoch bokow trojkata wynosi

8 cm, a miara kata miedzy tymi bokami 60°. Jaka
najmniejsza warto$¢ ma obwaod tego trojkata?

Zadanie 1.

Niech ABC begdzie dowolnym

trojkatem. Oblicz stosunek
S2+s; +s]
a’+b’+c*’

dhugosciami bokow, s,, S, Sc —

dhugosciami srodkowych tego trojkata.

gdzie a, b, ¢ sa

Zadanie 2.
Wykaz, ze jezeli katy wewngtrzne
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rownolegtoboku, ktorego boki maja dtugosci 3 cm
15 cm, a kat ostry ma miarg 30°.

Zadanie 3.

Dhugosci bokow trojkata, ktorego jeden z katow
ma miar¢ 120°, tworza trzy kolejne wyrazy ciagu
arytmetycznego. W jakim stosunku pozostaja
dhugosci bokow tego trojkata?

trojkata spetniaja warunek
sin o0 = 2cos Y - sin B, to trojkat ten jest
réwnoramienny.

19. Pola figur
Tematyka zajec:

e Pole figury geometryczne;.
Pole trojkata.

e Pole czworokata.

e Pole réwnolegtoboku.

e Pole rombu.

e Pole trapezu.
e Pole kota.
e Pole wycinka kota.
e Dhugos¢ okregu, dlugos¢ tuku okrggu.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:
— rozumie pojgcie pola figury;
—zna nastgpujace wzory na pole trojkata:

P= la-ha, P= la'b‘Sin'Y, P= @’ P= lp_r,
2 2 AR 2
. at+b+c
P=/p(p—a)p-b)(p-c), gdzie p = atbre,

— potrafi rozwiazywac proste zadania

Uczen:

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na pole trojkata;

—potrafi wyprowadzi¢ wzor na pole
rownolegtoboku;

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na pole rombu;

—potrafi wyprowadzi¢ wzor na pole trapezu;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania geometryczne o
srednim stopniu trudnos$ci, wykorzystujac wzory

Uczen:

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania geometryczne o
podwyzszonym stopniu trudnos$ci z
wykorzystaniem wzorow na pola
figur 1 innych twierdzen (w tym
twierdzenia sinusOw 1 twierdzenia
cosinusoOw).
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geometryczne dotyczace trojkatow,
wykorzystujac wzory na pole trojkata i poznane
wczesniej twierdzenia,

—potrafi zastosowa¢ wzory na pole kwadratu 1
prostokata w rozwiazaniach prostych zadan;

—zna wzory na pole rownolegloboku; potrafi
rozwiazywac proste zadania geometryczne
dotyczace réwnolegltobokow, wykorzystujac
wz0r na jego pole i poznane wczesniej
twierdzenia;

—zna wzory na pole rombu; potrafi rozwiazywac
proste zadania geometryczne dotyczace rombow,
wykorzystujac wzory na jego pole i poznane
wczesniej twierdzenia,

—zna wz0r na pole trapezu; potrafi rozwiazywac
proste zadania geometryczne dotyczace
trapezow, wykorzystujac wzor na jego pole 1
poznane wczesniej twierdzenia;

—potrafi rozwiazywac proste zadania
geometryczne dotyczace wielokatow (trojkatow,
czworokatow) wykorzystujac wzory na ich pola i
poznane wczesniej twierdzenia, w szczegolnosci
twierdzenie Pitagorasa oraz twierdzenia
dotyczacego wpisywalnosci okrggu w czworokat
i twierdzenia dotyczacego opisywalnosci okregu
na czworokacie;

—zna wz0r na pole kota i pole wycinka kota; umie
zastosowac te wzory w rozwiazaniach prostych
zadan;

—zna wzor na dlugos¢ okregu 1 dtugos¢ tuku
okregu; umie zastosowac te wzory w
rozwigzaniach prostych zadan.

na pola trojkatéw i czworokatow, w tym rowniez
z wykorzystaniem poznanych wcze$niej
twierdzen (m. in. z wykorzystaniem twierdzenia
SINUSOW 1 cosINUSOW).
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Przykladowe zadania

Zadanie 1.

W tréjkacie prostokatnym wysokos¢
poprowadzona na przeciwprostokatna ma dtugosé¢
10 cm. Oblicz pole tego trojkata, wiedzac, ze
promien okrggu opisanego na nim ma dlugosé

19 cm.

Zadanie 2.

W trojkacie, ktérego pole jest rowne 27 cm?, dwa
boki maja dtugos¢ 18 cm i1 6 cm. Jaka miar¢ ma kat
zawarty migdzy tymi bokami?

Zadanie 3.

Oblicz pole rownolegtoboku, ktorego przekatne
dhugos$ci 13 cm i 8 cm przecinaja si¢ pod katem
60°.

Zadanie 4.

Przekatne rombu maja dlugo$¢ 10 cm 1 24 cm.
Oblicz sinus kata ostrego tego rombu i na tej
podstawie ustal, czy kat ostry rombu ma miar¢
wigksza od 45°, czy mniejsza.

Zadanie 5.

Obwod czworokata jest rowny 54 cm. W
czworokat ten wpisano koto o promieniu 4 cm.
Oblicz pole danego czworokata.

Zadanie 6.

Zadanie 1.

W tréjkacie poprowadzono srodkowe, ktére
podzielity dany trojkat na sze$¢ mniejszych
trojkatow. Wykaz, ze pola powstatych trojkatow sa
rowne.

Zadanie 2.

Tréjkat ABC ma pole rowne S. Utworzono nowy
trojkat A’'B’C” w taki sposob, ze A" = Sg(A),

B’ =Sc(B) i C"=SA(C). Oblicz pole trojkata
A'B'C.

Zadanie 3.

Obwod pewnego trojkata jest rowny 20 cm, a jeden
z katéw ma miar¢ 30°. Promien okrggu opisanego
na tym trojkacie ma dtugos¢ 6 cm. Wyznacz
dhugosci bokow trojkata tak, aby jego pole byto
najwigksze. Oblicz pole trojkata dla wyznaczonych
dhugosci bokow.

Zadanie 4.

W réwnoleglobok o krotszym boku dtugosci 5 dm
wpisano dwa jednakowe kota o promieniu dtugosci
2 dm, kazde styczne do trzech bokow
réwnolegloboku i styczne do siebie. Oblicz obwod
1 pole rownolegtoboku.

Zadanie 5.
Romb o boku dtugosci 18 cm podzielono na trzy

Zadanie 1.

Wykaz, ze jesli suma dtugosci
wysokosci trojkata jest 9 razy wigksza
od dtugosci promienia okrggu
wpisanego w ten trojkat, to trojkat ten
jest rownoboczny.

Zadanie 2.

Pola trojkatow, ktorych podstawami sa
podstawy trapezu, a wspolnym
wierzchotkiem jest punkt przecigcia si¢
przekatnych tego trapezu, wynosza P, 1
P,. Oblicz pole trapezu.
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Kat wpisany w koto ma miarg 45° 1 jest oparty na
tuku dtugosci 31 cm. Oblicz pole wycinka kota
wyznaczonego przez ten sam tuk.

czesci o rownych polach prostymi przechodzacymi
przez wierzchotek kata ostrego. Oblicz dtugosci
odcinkéw, na jakie te proste podzielity boki rombu.

Zadanie 6.

Na okrggu opisano trapez prostokatny. Odlegtosci
srodka okrggu od koncow dtuzszego ramienia
wynosza 3 cm i1 7 cm. Oblicz pole trapezu.

20. Twierdzenie Talesa

Tematyka zajec:
e Twierdzenie Talesa.
e Wnhnioski z twierdzenia Talesa.
e Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.
e Twierdzenie o dwusiecznej kata wewngtrznego trojkata.
e Twierdzenie o dwusiecznej kata zewngtrznego trojkata.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna twierdzenie Talesa ; potrafi je stosowac do
podziatu odcinka w danym stosunku, do
konstrukcji odcinka o danej dtugosci, do
wyznaczania dtugosci odcinka;

—zna twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa i
potrafi je stosowac do uzasadnienia

Uczen:

—zna twierdzenie o dwusiecznej kata zewngtrznego
trojkata, umie je udowodnic i stosowac¢ w
rozwiazaniach prostych zadan;

—zna dowody twierdzenia Talesa, twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Talesa, twierdzenia o
dwusiecznej kata wewngtrznego trojkata;
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rownolegtosci odpowiednich odcinkow lub
prostych;

—zna wnioski z twierdzenia Talesa 1 potrafi je
stosowa¢ w rozwigzaniach prostych zadan;

—zna twierdzenie o dwusiecznej kata
wewngtrznego trojkata, potrafi je stosowaé w
rozwiazaniach prostych zadan;

—potrafi rozwiazywacé proste zadania
geometryczne wykorzystujac: twierdzenie
Talesa, wnioski z niego wyplywajace,
twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa,
twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego.

—potrafi rozwiazywa¢ zadania geometryczne o
srednim stopniu trudnosci z zastosowaniem
twierdzenia Talesa, twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa, twierdzenia o dwusieczne]
kata wewnetrznego 1 zewngtrznego trojkata oraz
innych twierdzen.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Dany jest odcinek dtugosci a. Podziel ten odcinek
w stosunku:

a)2:3, b)l:\/z

Zadanie 2.
Dane sa odcinki dtugosci a, b oraz c. Skonstruuj
odcinek dlugosci:

2 22, by Y3ae
3c \/Eb
Zadanie 3.

W trojkacie ABC dane sa dtugosci bokow: [AB| =
12 cm, [BC| =8 cm, |AC| = 10 cm. Punkt D dzieli
bok AB na takie dwa odcinki, ze |AD| : |DB| =

3 : 5. Przez punkt D poprowadzono prosta

Zadanie 1.
Dany jest odcinek dtugosci a. Podziel ten odcinek

w stosunku \/g : ﬁ }

Zadanie 2.
Dane sa odcinki dlugosci a, b, ¢ (a > NE) b).

Skonstruuj odcinek dtugosci E\/a2 -3b*.
c

Zadanie 3.
Wykaz, ze jesli w trojkacie [AB| =c, [BC| = a, |AC]
=b oraz CD jest odcinkiem dwusiecznej kata

ACB, zawartym w trojkacie, to |AD| = bcb ,a
a+

ac
a+b’

IBD| =
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rownolegta do boku AC, ktéra przecigta bok BC w
punkcie E. Oblicz dtugosci odcinkéw: CE, BE 1
DE.

Zadanie 4.

W trapezie ABCD, AB || CD, mamy dane: |AB| =
12 cm, |[CD| =7 cm, |AD| = 8 cm. O ile nalezy
wydtuzy¢ rami¢ AD, aby przeciglo si¢ z
przedtuzeniem ramienia BC?

Zadanie 5.

W tréjkacie mamy dane: |[AB| =15 cm, |AC| =

10 cm, |BC| = 12 cm. Oblicz dtugos¢ odcinkéw na
ktore dwusieczna kata ACB podzielita bok AB.

Zadanie 4.

W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata ostrego
dzieli bok przeciwlegly w stosunku 2 : 3. Oblicz
stosunek pola kota opisanego na tym trojkacie do
pola kota wpisanego w ten trojkat.

21. Jednokladnos¢ i podobienstwo

Tematyka zajec:
e Jednokladnos¢.
e Konstruowanie obrazow figur w jednoktadnosci.
e Podobienstwo.
e Cechy podobienstwa trojkatow.
e Pola figur podobnych.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

Uczen:

Uczen:
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—zna i1 rozumie definicj¢ jednoktadnosci,

—potrafi znalez¢ obraz punktu, odcinka, prostej,
kata, wielokata, kota w jednoktadnosci o danym
srodku i danej skali;

—wie jakim przeksztatceniem jest jednoktadnos¢ o
skalis=11skalis=-1;

—potrafi scharakteryzowa¢ jednoktadno$¢ w
zalezno$ci od skali s;

—potrafi zastosowac jednoktadnos¢ w
rozwiazaniach zadan dotyczacych wpisywania
jednych figur w drugie;

—potrafi, na ptaszczyznie z ukladem
wspotrzednych, znalez¢ obraz figury w
jednoktadnosci o srodku O(0, 0) 1 skali s # 0;

—potrafi rozwiazywac proste zadania dotyczace
jednoktadnosci;

—zna i rozumie definicj¢ podobienstwa;

—potrafi poda¢ przyktady figur podobnych;

—wie, jaki jest zwiazek migdzy jednoktadnoscia a
podobienstwem;

—zna cechy podobienstwa trojkatow; potrafi je
stosowac w rozwiazaniach prostych zadan
geometrycznych, w tym rowniez z
wykorzystaniem wcze$niej poznanych twierdzen;

—zna twierdzenie o polach figur podobnych;
potrafi je stosowa¢ w rozwiazaniach prostych
zadan, w tym roOwniez dotyczacych planu i mapy.

—potrafi udowodni¢ wybrane wiasnosci
jednoktadnosci;

—potrafi, na ptaszczyznie z ukladem
wspotrzednych, znalez¢ obraz figury w
jednoktadnosci o srodku O(a, b) 1 skali s # 0;

—umie udowodni¢ twierdzenie o wysokosci w
trdjkacie prostokatnym poprowadzonej na
przeciwprostokatna, wykorzystujac
podobienstwo trojkatow;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania geometryczne o
srednim stopniu, wykorzystujac cechy
przystawania trojkatow, twierdzenie o polach
figur podobnych 1 inne , poznane wczesniej
twierdzenia.

—potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania geometryczne o
podwyzszonym stopniu trudnos$ci z
wykorzystaniem wtasnosci
jednoktadnosci i podobienstwa oraz
innych twierdzen (w tym twierdzenia
sinusOw 1 twierdzenia cosinusow).

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

| Zadanie 1.

| Zadanie 1.
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Na plaszczyznie dane sa dwa punkty A 1 A’
Znajdz taki punkt O, aby A’ = J7 (A).

Zadanie 2.
Znajdz obraz prostej, bedacej wykresem funkcji

y= %x — 3 w jednoktadnosci o skali s = 1 1

srodku w punkcie O(0, 0).

Zadanie 3.

Na plaszczyznie dany jest ostrokatny trojkat
roznoboczny ABC. Wpisz w ten trojkat kwadrat
KLMN tak, aby K, L € AB,M € BC, N €AC.

Zadanie 4.

W trojkacie rdwnoramiennym podstawa ma 16 cm
dtugosci, a rami¢ — 17 cm dhugosci. Oblicz
odlegltos¢ srodka wysokosci poprowadzonej na
podstawe trojkata od ramienia trojkata.

Zadanie 5.

Na okrggu zaznaczono kolejno punkty A, B, C, D i
narysowano dwie cigciwy AC 1 BD, ktore przecigly
si¢ w punkcie P. Wiedzac, ze |AC| =24 cm, [PD| =
6 cm, [PB| =12 cm, oblicz |AP| 1 |PC|.

Zadanie 6.

Powierzchnia lasu na mapie zajmuje 200 cm®. Jaka
jest powierzchnia tego lasu w hektarach, jesli skala
mapy wynosi 1 : 25000.

Oblicz dtugosci bokow trojkata rownoramiennego
ABC, |AC| = |BC|, jezeli dlugo$¢ wysokosci CD
wynosi h, a promien okrggu wpisanego w ten
trojkat ma dtugos¢ r.

Zadanie 2.

W trapezie podstawy maja dtugos¢ 8 cm i 10 cm.
Oblicz dhugos¢ odcinka, o koncach nalezacych do
ramion trapezu, rownolegtego do podstaw,
przechodzacego przez punkt przecigcia
przekatnych.

Zadanie 3.

Niech ABCD begdzie dowolnym czworokatem
wypuktym. Utworzono czworokat EFGH taczac
kolejne $rodki bokow czworokata ABCD. Wykaz,
ze powstaty czworokat jest rownolegtobokiem i
jego pole jest potowa pola czworokata ABCD.

Dany jest trojkat roznoboczny T,. Z
jego srodkowych zbudowano trojkat
T,, a ze srodkowych trojkata T,
zbudowano kolejny trojkat Ts. Wykaz,
ze trojkaty T 1 Ts sa podobne.

Zadanie 2.
Przez punkt wewngtrzny trojkata ABC
poprowadzono proste 1; || BC, 1, || AC
oraz I || AB. Wykaz, ze L =2,
a c
gdzie m, n, r sa dlugosciami
odpowiednich odcinkéw prostych 1y, 1,,
13 zawartych w trojkacie, natomiast a,
b, ¢ odpowiednio dtugo$ciami bokéw
trojkata: |CBJ, |AC| 1 |AB|.
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22. Stereometria

Tematyka zajec:

Proste 1 ptaszczyzny w przestrzeni.

Rzut rownolegly 1 prostokatny na plaszczyzng.
Kat migdzy prosta a ptaszczyzna.

Kat dwuscienny, kat wielo$cienny.
Graniastostupy 1 ich siatki.

Ostrostupy 1 ich siatki.

Wielos$ciany foremne.

Bryly obrotowe.

Przekroje bryt.

Objetos¢ 1 pole powierzchni bryt.

[zometrie w przestrzeni.

Jednoktadnos$¢ 1 podobienstwo w przestrzeni.

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

Uczen:

—potrafi okresli¢ potozenie dwoch plaszczyzn w —umie udowodni¢ wybrane twierdzenia
przestrzenti; charakteryzujace potozenie prostych i1 ptaszczyzn
— potrafi okresli¢ potozenie prostej i plaszczyzny w | W przestrzeni;
przestrzeni; —zna okreslenie 1 wlasnos$ci rzutu réwnoleglego na

Uczen:
—potrafi udowodni¢ twierdzenie o
trzech prostopadtych;

—zna okres$lenia niektorych izometrii w
przestrzeni (przesunigcie rownolegte,
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—potrafi okresli¢ potozenie dwdch prostych w
przestrzenti;

—umie scharakteryzowac prostopadtos$¢ prostej i
ptaszczyzny;

—umie scharakteryzowac prostopadtos¢ dwoch
ptaszczyzn;

—rozumie pojgcie kata miedzy prosta i
ptaszczyzna;

—zna 1 umie stosowac¢ twierdzenie o trzech
prostopadtych;

—rozumie pojecie kata dwusciennego, poprawnie
postuguje si¢ terminem “kat liniowy kata
dwusciennego”;

—zna okreslenie graniastostupa; umie wskazac:
podstawy, §ciany boczne, krawe¢dzie podstaw,
krawedzie boczne, wysoko$¢, wierzchotki
graniastostupa;

—zna podziat graniastostupow;

—umie narysowac siatki graniastostupdw prostych;

—zna okreslenie ostrostupa; umie wskazac:
podstawg, $ciany boczne, krawedzie podstaw,
krawedzie boczne, wysoko$¢, wierzchotki
ostrostupa;

—rozumie okreslenie “przekrdj osiowy stozka” i
“kat rozwarcia stozka”;

—zna podziat ostrostupow;

—umie narysowac siatki ostrostupoéw prostych;

—zna 1 umie stosowac twierdzenia
charakteryzujace ostrostup prosty i prawidtowy;

—zna okres$lenie wielo$cianu foremnego, potrafi
opisa¢ rodzaje wielo$cianow foremnych;

plaszczyzne;

—potrafi wykorzysta¢ wlasnos$ci rzutu
réwnolegtego na ptaszczyzng w rysowaniu figur
ptaskich;

—zna okreslenie rzutu prostokatnego na
ptaszczyzng i potrafi go stosowac np. w
okreslaniu odlegtosci migdzy dwiema
ptaszczyznami réwnolegtymi lub w okresleniu
kata miedzy prosta a ptaszczyzna;

—zna i rozumie okres$lenie kata trdj§ciennego
(wielo$ciennego);

—rozumie okreslenie “przekrd) wieloscianu”
(przekrdj bryty obrotowej); potrafi je stosowa¢ w
rozwigzaniach zadan o $rednim stopniu
trudnosci;

—umie zaznacza¢ katy w brytach (np. kat migdzy
$cianami bocznymi ostrostupa);

—umie udowodni¢ twierdzenie o przekatnych
réwnolegloscianu;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia charakteryzujace
ostrostup prosty i prawidtowy;

—rozumie co to znaczy, ze graniastostup jest
wpisany w walec lub opisany na walcu;

—rozumie co to znaczy, ze kula jest wpisana w
wieloscian (walec, stozek) lub opisana na
wielo$cianie (walcu, stozku);

—zna okreslenie jednoktadnosci i podobienstwa w
przestrzenti;

—potrafi stosowac¢ twierdzenie o objgtosci bryt
podobnych w rozwiazaniach prostych zadan;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania geometryczne,
dotyczace bryl, o $rednim stopniu trudnosci, z

symetria srodkowa, symetria osiowa,
symetria plaszczyznowa, obrot);

—potrafi poda¢ przyktady bryt:
srodkowosymetrycznych,
osiowosymetrycznych,
ptaszczyznowosymetrycznych;

— potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania geometryczne, dotyczace
bryl, o podwyzszonym stopniu
trudnosci, z wykorzystaniem
poznanych twierdzen.
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—zna okres$lenie walca; umie wskazac: podstawy,
powierzchnig boczna, tworzaca, wysokos¢, o$
obrotu walca;

—rozumie okreslenie “przekrdj osiowy walca”;
—zna okreslenie stozka; umie wskazac¢: podstawe,
powierzchnig boczna, tworzaca, wysokos¢, o$

obrotu, wierzchotek stozka;

—zna okreslenie kuli;

—rozumie pojecie objetosci bryty;

—umie oblicza¢ objgtos¢ i pole powierzchni
poznanych graniastostupow;

—umie oblicza¢ objetos¢ 1 pole powierzchni
poznanych ostrostupow;

—umie oblicza¢ objgtos¢ 1 pole powierzchni bryt
obrotowych (stozka, kuli, walca);

—potrafi rozwiazywac proste zadania
geometryczne dotyczace bryl, w tym z
wykorzystaniem trygonometrii i poznanych
wczesniej twierdzen.

wykorzystaniem wczesniej poznanych twierdzen.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Przez punkty A, B lezace poza plaszczyzna ,
poprowadzono proste prostopadte do tej
ptaszczyzny, przebijajace ja odpowiednio w
punktach A" i B’. Wiedzac, ze |AA’| = 80 cm,

IBB’| = 60 cm, oblicz odleglos¢ srodka odcinka AB
od ptaszczyzny .

Zadanie 1.
Na dwoch ptaszezyznach przecinajacych sig¢ pod

katem g leza proste rownolegte m i n, ktorych

odlegtosci od krawedzi przecigcia ptaszczyzn
wynosza odpowiednio 8 cm i 6,3 cm. Oblicz
odlegtos$¢ miedzy prostymi m i n.

Zadanie 1.

Przez konce trzech krawedzi
rownolegtoscianu schodzacych si¢ w
jednym wierzchotku poprowadzono
ptaszczyzne. Udowodnij, ze dzieli ona
w stosunku 1 : 2 przekatna
réwnolegloscianu wychodzaca z tego
samego wierzchotka.
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Zadanie 2.
Podstawa graniastostupa prostego jest
rownoleglobok, ktorego pole wynosi 16 cm?, a kat

. T , .
ostry ma miarg rE Pola $cian bocznych tego

graniastostupa sa réwne odpowiednio 24 cm? i
48 cm®. Oblicz objeto$¢ graniastostupa.

Zadanie 3.
Wysoko$¢ czworo$cianu foremnego ma dlugos¢ H.
Oblicz dtugos¢ krawedzi tego czworo$cianu.

Zadanie 4.

Na powierzchni kuli dane sa trzy punkty, ktorych
odlegtosci od siebie wzdtuz linii prostej wynosza:
6 cm, 8§ cm i 10 cm. Promien kuli ma dtugos¢

13 cm. Oblicz odlegtos¢ srodka kuli od
plaszczyzny wyznaczonej przez te trzy punkty.

Zadanie 2.

Wykaz, ze w kazdym rownolegto$cianie suma
kwadratéw przekatnych rowna si¢ sumie
kwadratow wszystkich jego krawedzi.

Zadanie 3.

Krawedz o§mioscianu foremnego ma diugosc 6
cm. Wyznacz odlegto$¢ migdzy rownoleglymi
$cianami bocznymi.

Zadanie 4.

Stozek o wysokos$ci dlugosci h wpisano w kulg.

Oblicz objetos¢ kuli wiedzac, ze jest ona cztery
razy wigksza od objgtosci stozka.

23. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Tematyka zajec:

e Kombinatoryka.
e Permutacje.
e Wariacje z powtorzeniami.
e Wariacje bez powtorzen.
e Kombinacje.
e Rachunek prawdopodobienstwa.
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Niezalezno$¢ zdarzen.
Schemat Bernoulliego.

Doswiadczenia losowe; zdarzenia elementarne, przestrzen zdarzen elementarnych; zdarzenie.
Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa.

Wtlasnosci prawdopodobienstwa.

Rozwiazywanie zadan z zastosowaniem wtasnosci prawdopodobienstwa.
Klasyczna definicja prawdopodobienstwa.

Rozwiazywanie zadan z zastosowaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo warunkowe.

Wz6r na prawdopodobienstwo catkowite.

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajace

Uczen:

—zna pojgcie permutacji i umie stosowa¢ wzor na
liczbg permutacji;

—zna pojgcie wariacji z powtorzeniami i bez
powtorzen i umie stosowa¢ wzory na liczbg
takich wariacji;

—zna pojgcie kombinacji, umie stosowaé wzor na
liczbg kombinacji;

—umie rozwiazywac proste zadania
kombinatoryczne z zastosowaniem poznanych
WZOrow;

—zna terminy: do§wiadczenie losowe, zdarzenie
elementarne, przestrzen zdarzen elementarnych,
zdarzenie, zdarzenie pewne zdarzenie
niemozliwe, zdarzenia wykluczajace sig;

—zna i rozumie aksjomatyczna definicjg

Uczen:

—umie rozwiazywac zadania kombinatoryczne o
$rednim stopniu trudnosci;

—umie udowodni¢ twierdzenie mowiace o
wlasnos$ciach prawdopodobienstwa;

—umie stosowac¢ wlasnosci prawdopodobienstwa
do rozwigzywania zadan “teoretycznych”;

—umie udowodnié, ze prawdopodobienstwo
warunkowe spetnia warunki z definicji
prawdopodobienstwa;

—umie udowodni¢ wzor na prawdopodobienstwo
calkowite;

—wie 1 rozumie na czym polega niezaleznos¢ n
(n 2 2) zdarzen,;

—umie wyprowadzi¢ wzor na liczbg sukcesow w
schemacie Bernoulliego;

Uczen:

— potrafi rozwiazywac nietypowe
zadania dotyczace kombinatoryki i
rachunku prawdopodobienstwa o
podwyzszonym stopniu trudnosci, z
wykorzystaniem poznanych
twierdzen.
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prawdopodobienstwa;

—zna wilasnosci prawdopodobienstwa i umie je
stosowac w rozwigzaniach prostych zadan;

—umie okresli¢ (skonczong) przestrzen zdarzen
elementarnych danego dos§wiadczenia losowego i
obliczy¢ jej moc;

—umie okresli¢, jakie zdarzenia elementarne
sprzyjaja danemu zdarzeniu,

—zna i umie stosowac klasyczna definicje
prawdopodobienstwa;

—zna okreslenie prawdopodobienstwa
warunkowego 1 umie rozwiazywac proste zadania
dotyczace takiego prawdopodobienstwa;

—zna wzor na prawdopodobienstwo catkowite i
potrafi go stosowa¢ w rozwiazaniach prostych
zadan;

—zna okreslenie niezaleznosci zdarzen; umie
zbada¢, postugujac si¢ definicja, czy dwa
zdarzenia sa niezalezne;

—umie rozwiazywac proste zadania dotyczace
niezaleznosci zdarzen;

—zna okreslenie schematu Bernoulliego; zna wzor
na liczbe sukcesoéw w schemacie Bernoulliego;

—potrafi stosowa¢ schemat Bernoulliego w
rozwigzaniach prostych zadan (w tym réwniez z
wykorzystaniem wtasnosci
prawdopodobienstwa).

—umie rozwiazywac zadania dotyczace rachunku
prawdopodobienstwa o §rednim stopniu
trudnosci, z wykorzystaniem wczes$niej
poznanych twierdzen.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.
Z grupy 6 kobiet i 8 mgzczyzn wybieramy losowo

Zadanie 1.
W przedziale wagonu kolejowego sa ustawione

Zadanie 1.
Ile rozwiazan ma réwnanie
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cztery osoby. Ile jest takich sposobdéw wyboru, aby
wsrod wybranych osob:

a) byty same kobiety,

b) byty dwie kobiety i dwdoch megzczyzn?

Zadanie 2.

Szescian pomalowano, a nastgpnie rozcigto na
1000 jednakowych sze$cianikdw, ktore wrzucono
do pudetka i wymieszano. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania z tego pudetka
jednego szescianika, ktory:

a) bedzie miat dwie Sciany pomalowane,

b) bedzie miat jedna Sciang lub dwie $ciany
pomalowane.

Zadanie 3.

Na stu mgzczyzn — pigciu, a na tysiac kobiet —
dwie, to daltoni$ci. Z grupy, w ktorej stosunek
liczby kobiet do liczby mezczyzn wynosi 3 : 7,
wylosowano jedna osobg. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze jest to daltonista?

Zadanie 4.

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Czy niezalezne
sa nastgpujace zdarzenia:

A —na obu kostkach wypadta nieparzysta liczba
oczek,

B — na drugiej kostce wypadta liczba oczek
podzielna przez trzy?

Zadanie 5.
Czy tatwiej jest wygra¢ z réwnorz¢dnym

naprzeciw siebie dwie tawki. Kazda ma 5
numerowanych miejsc. Do przedziatu weszto pig¢
0sob. Trzy osoby siadly na jednej tawce, pozostate
—na drugiej, naprzeciwko dwoch osob z pierwszej
fawki. Ile jest takich rozmieszczen osob w
przedziale?

Zadanie 2.

Ile jest funkcji $cisle monotonicznych
przeksztatcajacych zbiodr k-elementowy w zbidr
n-elementowy (k <n)?

Zadanie 3.

Wiadomo, ze P(ANB’) = P(B'nA),

P(AUB) = 0,75, P(ANB) = 0,25. Oblicz P(B),
P(A - B).

Zadanie 4.

Samochod ma do przejechania trzy skrzyzowania z
sygnalizacja §wietlna. Prawdopodobienstwo, ze
zatrzyma go $§wiatlo czerwone wynosi 0,5, o ile na
poprzednim skrzyzowaniu byto §wiatlo czerwone
(lub jest to pierwsze skrzyzowanie). Jesli natomiast
samochod trafi na skrzyzowaniu na $wiatto
zielone, to prawdopodobienstwo, ze na nastgpnym
skrzyzowaniu bgdzie tez miat $wiatto zielone
wzrasta o 0,1 w stosunku do analogicznego
prawdopodobienstwa na poprzednim
skrzyzowaniu. Oblicz prawdopodobienstwo, ze na
tej drodze zatrzyma sig:

a) na kazdym skrzyzowaniu,

b) po raz pierwszy na trzecim skrzyzowaniu.

Xx+ty+tz+t=25
a) w zbiorze liczb naturalnych
dodatnich,
b) w zbiorze liczb naturalnych?

Zadanie 2.

Do sklepu dostarczaja zaréwki
energooszczedne dwa zaktady, bedace
czeSciami tej samej firmy, przy czym
pierwszy z nich dostarcza trzy razy
wigcej zarowek niz drugi. W
pierwszym z tych zaktadow maja wady
srednio 3 zarowki na 1000
wyprodukowanych, a w drugim 7 na
1000 wyprodukowanych. Klient kupit
zarowke, na ktorej widniat tylko znak
firmy, a nie zaktadu, ktory ja
wyprodukowat. Zaréwka ta w okresie
gwarancji zepsula si¢. Do ktorego
zaktadu sklep raczej powinien sig
zwroci¢ z reklamacja?
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przeciwnikiem przynajmniej 5 partii z 7
rozegranych czy przynajmniej 4 partie z 6
rozegranych?

Zadanie 5.

Z talii 52 kart losujemy trzy karty, ogladamy je 1
wkladamy do talii. Czynno$¢ t¢ powtarzamy sze$¢
razy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze co najmniej
raz wylosowali$my trzy asy, jesli wiemy, ze wérod
wylosowanych kart ani razu nie pojawita si¢ dama.

24. Elementy statystyki opisowej

Tematyka zajec:
e Dane statystyczne i ich klasyfikacja.
e Srednia z proby.
e Mediana z proby.
e (Odchylenie standardowe z proby.
Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen:

— potrafi odczytywaé dane statystyczne z tabel,
diagramow i wykresow;

— potrafi przedstawia¢ dane empiryczne w
postaci tabel, diagramow 1 wykresow;

— potrafi oblicza¢ §rednia z proby, mediang z
proby i odchylenie standardowe z proby i na
tej podstawie przeprowadza¢ analiz¢

—potrafi przeprowadzi¢ klasyfikacje danych i
przedstawic je w postaci szeregu rozdzielczego;
—potrafi odczytywac dane przedstawione w postaci
szeregu rozdzielczego;

—potrafi oszacowa¢ $rednia, mediang i odchylenie
standardowe danych przedstawionych w postaci
szeregu rozdzielczego i na tej podstawie
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przedstawionych danych;
— potrafi okresla¢ zalezno$ci migdzy
odczytanymi danymi.

wyciagna¢ odpowiednie wnioski.

Przykladowe zadania

Zadanie 1.

Pigcdziesiat osob zdawato egzamin z przepisow
ruchu drogowego. Liczba popetnionych przez nie
btedoéw przedstawiona jest w ponizszej tabeli:

Liczbabledow 0 1 2 3 4
Liczba 0s6b 11 8 14 7 6 4

a) Oblicz $rednia liczbe bteddéw popetnionych
przez zdajacego.

b) Ile procent zdajacych zdato egzamin, jesli
mozna bylo popetnié co najwyzej dwa btedy?
¢) Przedstaw dane na diagramie kolumnowym 1
zaznacz na nim $rednia obliczona w punkcie a).

Zadanie 2.

Producent czekolady deklaruje, ze tabliczka ma
wage 150g + 2g. Dla zbadania jako$ci pewnej
partii czekolady organizacja konsumencka zbadata
wage losowo wybranych 10 tabliczek czekolady z
tej partii 1 otrzymata nastgpujaca ich wage (w
gramach):

150,4 148,9 150,1 152,8 146,6 154,3 150,8
151,1 150,6 149,5

Oblicz $rednig wagg tabliczki czekolady i

Zadanie 1.

Badano czas pisania kolokwium (w minutach)
przez studentow dwoch grup. Otrzymano
nast¢pujace wyniki:

Czas pisania Liczba studentow
I grupa II grupa

(50, 60) 2 1
(60, 70) 4 7
(70, 80) 8 5
(80, 90) 6 7

Oblicz $redni czas, odchylenie standardowe 1
mediang czasu pisania kolokwium dla kazdej z
grup. Na tej podstawie porownaj te grupy.
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odchylenie standardowe w badanej probie.
Zastanow sig, czy organizacja konsumencka winna
zwrocic si¢ do producenta z reklamacja dotyczaca
tej partii tabliczek czekolady.
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